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' PRÉFACE. 

J'AI publié en Tan IX des Essais sur 
la Ligne droite et les Courbes du second 
degré ^ fen ofîre aujourd'hui la deuxième 
édition , j'ai changé Jç titre , parce qu'il 
m'a semblé que celui qu'il porte mainte- 
nant indique mieux la place qu'il peut 
occuper dans l'étude des Mathématiques 
élémentaires. 

ê II a pour objet d'exposer les principes 

^ de la Géométrie analytique, ou la méthode 

1, qui consiste à traiter les questions propo- 

^ sées par les seuls moyens que fournit l'A-» 

nalyse y en ne tirant de la Géométrie que 

ce qui est absolument indispensable pour 

. l'expression des conditions de chaque pro- 

ibiême. 

J'y 9Î çémii to^t ce que dloiyent savoir 
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çjiT cette paçtie les jeunes-gens qui se. de*» 
tîneat à l'Ecole pcl^technique > et j'ai tâché 
de le présenter de manière à préparer leurSL 
idées aux leçons qu'ils y recevBOjit ensuite. 
^es ce» Mongeet Hachette. 

Cette «eçoode Edition offre des chan- 
gemens importants , des suppressions^ des 
additiops* 

Les çhangepiena et les auppressions sont 
la suite des remarques que des élèves qui 
qnt étudié la première édition sous mes 
yeux Wi'ont donné ro<?casîon de faire , et 
des obferyatipns que plusieurs géomètres^ 
et particulièrement le Profesaeur LhuiUier 
4e Genève • ont bien voulu m'adresseu* 

Quelques-unes dei ^dditiops , cçmro? I4 
démoustratioa de l'identité àe$ cQurbc^ dti 
second degré avec les sections d'une sur-? 
face conique par un plan^ ont pour objet 
de completter P^uvrage et de Iç rendre 
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propre à remplir le but proposé ; parmi les 
auixes , oa en trouvera qui m'ont été sug- 
gérées par la lecture des Ouvrages publiés 
depuis la première édition de celui-ci; 
mais^ pour ne point entrer dans des dé^ 
tails superfluis^ je n'ai adnds aucune de 
ces dernières qui ne fût une suite immé- 
diate de ce qt^e j'avais précédeiiiment écrite 

J^ai eu soin dans cette nouvelle Edi- 
tion y Comme dans la première , dMvi- 
ter la question dés quantités négatives, 

bour riritelligencé de laquelle des cdm- 

», 

mençans ne me paraissent pas avoir a$se2 
de données; ils pourront, par la suite, 
voir cette dijQ&culté dénouée avec autant 
d^exactitude que d^élégance^ dans la pre- 
mière section du Traité que le C Carnot 
Vient de publier sous le titre de Géomé- 
trie de position ^ et dans la dissertation 
il Va fait précéder. 



Us devront encore consulter , |)our une 
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foule dé détails sur lesquels je ne me suis 
pas étendu ^ les cinquième et sixième sec-* 
tions du même Traité ; j'en dirais plus 
si je ne devais me borner à indiquer et 
à citer lorsqu'il est question d'un tel Ou- 
vrage, et d'un tel Auteur» 
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NOTIONS PRÉLIMINAIRES; 

De la manière de déterminer la position d'un point sur^ 
lin plan et de l'équation dfune ligne, 

JTOV'R déterminer la position d'un point sur un plan > 
on trace dans ce plan deux droites qui font entr'elles un 
angle connu ; par le point on mène des parallèles à cha-* 
cune des droites y et les portions de ces parallèles com-^ 
prises entre le point et les droites étant données , soit en 
nombres y soit en quantités algébriques correspondant à 
des nombres y le point est déterminé. 

Il est facile de sentir que ces données sont propres à 
faire connaître la position du point ; soient en effet AXl 
et AY ijig- 1 ) les deux droites de position fixe, et a, i 
les grandeurs des parallèles interceptées entre ces droites 
et le point ; on prendra sur AX une grandeur AP:sza^ 
9t par le point P on mènera une parallèle PM à AV; le 

A 
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3 NOTIONS 

point cherché devra déjà se trouver sûr cette paraDèle ; oh 
prendra ensuite sur >^Kune paitjeAQ:=b , et par le point 
Ç on mènera une parallèle Ç*M et AX \ cette seconde 

droite contiendra aussi le point cherché : donc ce point se 

- • > 

trouvera, et sur la droite PM^ et sur là droite QM\ donc 
il sera au point M d'interseétioli de ces deux droites. 

Le point ne serait cependant pas entièrement déter- 
miné , si Ton ne etittiaissïrtt d^avanccr eelulT dès (fulvtre 
)angfes forfués àfitou^ du p(]^nt u^ckns lécpiél fl* dëhr se 
trouver, c'est-à-dire, si avec les grandeurs des parallèle!) 
h et h y on ne connaissait aussi It sens dans lequel elleà 
doivent être prises. Pouîr Fitïdicjiiet, ori coinniénce par éta- 
blir que les distances mesurées sur ^X sont positives lors- 
qu'elles sont dirigées de A vers Xy et négatives dans le sens 
Contraire : que , de i^^ême > les distances mesurées sur A Y 
sont positives de A vers Y et négatives de A ver» Y- . 
lyapfès ôefté convention^, les ïiîgnes des quantités a et & 
déterminent toujours Tangle dans lequel se trouve le 
j^clnf; d, pàf ejtemple, elles sont toutes deux positives, 
le point «fefâ d^à l'angle ltJCX\ iï sera dans Tangle 
X' AY' y si elles sont toutes deux négatives; enfin, il sesrtt 
ÛBK^Y\màc%2A^%X^AYyXATy suivant ^è' S étant 
positif, a serar négatif, où cpià a étâifit pè»tif , $ seré' 
iiég^f. 

Des (SràSe qaantitériff ef &^^ la {frehSè^ se lièiiim' 
Vabs^se d» pôi^iit , et la decotfdé %6û cftdenhëè ; tèufëSr 
«ietfxëe désignent. amfli Ai n^nîi tiàMfi^vt ée eàordbhnéëè : 
iquand le point que Ton omeM^ê tfsf sti^ôié ^fiiélëàiii^^iJè, 
ÔD représenté ordinairement aes-coovdémiéeS' {terles ktff es 
»ety. 

Les deux droite8\i^ X «t AY 86 nenÉneift axes dès cbor'* 
données, et le point A de leut intél^seetionr se nomme ori'*' 
gine. L'angle de €es droites est absohmwnt arbitraire : ou 
peut j pour phL&^'«Hiiplieité> lei-stipposef pérpen^cnheç'^ 



PRÉLIMINAIRES. 3 

«ntr'elles , et alors les coordonnées d'un poûit sont préci- 
sément ses distances aux deux axes. Nous en userons "tou-* 
jours ainsi ^ par la suite, à moins que nous n'avertissions 
expressément du contraire. 

Il .est à remarquer que pour tous les points situés sur l'axe 
des X , l'ordonnée est nulle ; que l'abscisse est nulle pour 
tous les points de l'axe des^ , et enfin que l'abscisse et l'or^ 
donnée sont nulles en même tems pour l'origine des coor- 
jdonnées. 

Sachant fixer , à l'aide des conventions précédentes , la 
position d'un point , concevons maintenant qu'une ligne 
étant tracée sur un plan , chacun de ses points soit rapporté 
à deux axes de position connue ; s'il existe entre les coor- 
données du second point la même relation qu'entre celles 
du premier , entre les coordonnées du troisième la même 
relation qu'entre celles du second, et ainsi de suite ; c'est- 
à-dire , si l'ordonnée d'un point quelconque se dédnit de 
son abscisse , en effectuant sur celle-ci les opérations faites 
fiur l'abscisse du point précédent pour avoir son ordonnée , 
on pourra traduire en caractères algébriques la loi de cette 
dépendance mutuelle , et l'équation que l'on obtiendra de 
cette manière, offrira le tableau des calculs à effectuer pour 
obtenir l'abscisse d'un point en partant de son ordonnée , oit 
réciproquement l'ordonnée en partant de l'abscisse. 

Cette expression du rapport entre les x et ^ pour chaque 
point d'une ligne est ce qu'on nomme l'équation de cette 
ligne, et cette dernière, à son tour, se nomme le lieu de 
l'équation. Il est facile de sentir qu'il est toujours possible de 
trouver la ligne qui est le lieu d'une équation donnée ; mais 
la réciproque n'est pas également vraie , et une ligne don- 
née ne peut avoir une équation , qu'autant qu'il est possible 
d'assigner la loi de sa génération. 

En rapportant ainsi chaque point d'une ligne à deux 
droites connues de position , nous aurons le moyen de re- 

a 
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^ NOTIONS PRÉLIMINAIRE 9. 

présenter toutes les circonstances du cours de cette Upte | 
mais comme un objet q[uelconque est d*autant mieux connu-i 
qu*on établit ses rapports avec im plus grand nombre 
d'autres objets ^ il sera quelquefois utile de comparer la 
ligne que Ton examinera avec d'autres lignes déjà connues, 
et cette recherche pourra conduire à déterminer rintersec-»» 
tîon de deux Hgnes. 

Or deux lignes qui se coupent ont dans leurs points djn-» 
tersection les mêmes coordonnées ; ces coordonnées seront 
donc les valeurs de j? et de j^ résultant de l'élimination de 
ces quantités entre les équations des deux lignes y puisqu'on 
établit par la simultanéité de tes deux équations^ que ce 
n'est pas de tous les points de la première ligne indistinc-^ 
tement, ni de tous ceux de la seconde que Ton s'occupe, 
mais seulement de ceux de leur intersection pour chacun * 
desquels les deux équations doivent avoir lieu > puisqu'ils 
sont en même tems sur les deux lignes. 

Il suit de là que pour déterminer les coordonnées des 
points où une ligne rencontre Taxe des y , il faudra éli- 
miner X entre l'équation dé la ligne et celle de cet axe ; 
et comme l'équation de l'axe des y et x:szo, puisque pour 
chacun de ses points Fordonnée est nulle , il est clair que 
les ordonnées cherchées sont celles qui , dans l'équation 
de la ligne , correspondent à a? = o ; on prouvera de la 
même manière que les abscisses des points où une ligne 
vient rencontrer l'axe des x, sont les valeurs de x qui^ 
dans l'équation de cette ligne , répondent à^ =s o. 

Ces préliminaires posés, nous allons passer à l'examen 
de la ligne droite qui est la plus simple de toutes les lignes , 
et qui «era ensuite le terme de comparaison auquel nous 
sapporterons toutes les autres. 
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CHAPITRÉ PREMIER. 

Dé lit LigHë dMm. 

Jt a u T E s tes propriétés de la li^e droite ^ toiites hi df- 
cfonstances t^m suivent de S3t xtfttarè et éé aa sittiation se 
déduiront da son équstion avec k plus grande facilité ; il 
importé donc de tifduter d'aBorff ceTtfll éqii^rtîon , e1 pôùt 
cela, d expriirier ai^bri^tieôieat nne ^o;^été tpn câractè- 
rîie cette espèce de ligne. 

Soièrft ddne JXtt ATWâëëk àifey de* codrïteèné^i 
et BM tme droite (ffié rioii* st^hBëtôils éoûixùéy i*. p^ 
son ordonnée -45 à l'origine, ordoanée que notrè'f epÉ'ésén- 
tèronspar b ; a*, piat Fangle BDA, qpî'éâë faft st^étïaxe 
des abscisses , angle dont nous représenterons la tangente 
par a. 

Cela posé, une propriété dont la droite .è'iif* jouit dans 
toute son étendue, c*est que, de quelque goint M de cette 
droite que Toii abaisse là perpendiculaire PM sur Taxe 
âes X , le triangje MBC sera rectangle et l'angle' MÉC égal 
à rangle BDA ensortè qu on aur^ toujours : 

1 : tàng BDA :: BC : cm 

ou 1 : a :: X ly—b 

et, pair conséquetfÉ, jteùr là rektîon demandée ; 

y ^sz ax -^ b 

Telle est donc l'équation de la ligne droitç, ou la relation 
qui , pour chacun de ces points , e?dste entre les distances 
de ce point aifit deux axes cootdoanés. On remarquera que 

*3 
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s DELALIGNEDROfTE. 

les^ariables x ety n*y entrent qu'au premier degré^ et qu elle» 
s y trouvent combinées avec deux constantes aetb dont la 
première est la mesure de Finclinaison de la ligne sur Taxe 
des abscisses^ et la seconde la mesure de ton élévation au-r 
dessus de Torigine ; ce sont ces constantes qui particulari- 
sent la position d'une ligne droite et la font différer de 
toute autre ligne droite. ' 

L'équation générale du premier degré à dent indéter- 
minées jéy = Bx -f- C rentre dans celle que Ton vient de 

trouver , lorsqu'on posé --jz^z a, — ^fr^et comme cette 

transformation n'ahère pas sa généralité , il s'ensuit que 
l'équation de la ligne di;oite est l'équation générale du 
premier degré à deux inconnues et par conséquent qu'une 
telle équation ne peut avoir pour lieu géométrique qu'une 
ligne droite. 

Voyons maintenant ciomment l'équation 

y ±=z ax ^ b 

retrace les différentes circonstances du cours de la ligne 
qu'elle construit : d'abord , il est clair que pour toutes les 
valeurs positives que l'on attribuera à a; , c'est-à-dire , quel 
que soit le point de la partie BMque l'on considérera ^ l'or- 
donnée y seri toujours positive ; en second lieu, lorsqu'on 
donnera à x des valeurs négatives , l'équation devenant 

y^-^ax + h, 

fournira enc(»re pour y des valeurs positives tant que l'on 
aura 

ax<^h oux^ - ^ 

a 

et la limite de Ces vâleuts répondra à a: = - > c*est-à-dire 



0ELA LIGNE PROITE. *f 

an point D ; enfin pour toutes les valeurs de x négatives et 

plus grandes que - , c'est-à-dire , pour tous les points qui sont 

au-delà du point D , Tordonnée j^ aura le signe négatif et 
croîtra indéfiniment sous ce signe. La droite s'étendra donc 
indéfiniment dans l'angle XAV, aura un certain nombre de 
points dans l'angle X AY et s'étendra encore indéfiniment 
dans l'angle X'AY'. 

Nous ayons supposé l'axe des y coupé au-dessus de l'on-* 
gine et Tordonnée h a été positive ; si la droite passait au* 
dessous de l'origine , on aurait 

y=zax — 6, 

et un raisonnement semblable au précédant^ ferait voir 
qu'elle aiu-ait alors quelques points dans l'angle X'AY et 
qu'elle s'étendrait ensuite à l'infini dans les deux angle» 
contigus» 

Pour construire la ligne lieu de l'équation 

y = ax^hy 

on déterminera deux points de sa direction y en choisissant^ 
pour plus de simplicité , ceux où elle vient rencontrer chacua 
des axes ; ainsi l'on fera successivement v , 

x = o,y=o, 
ce qui donnera 

et il ne restera plus qu'à porter sur Taxe des j^ une quan- 
tité rzzb , et sur l'axe des x une quatrième jproportionnelle 
aux trois lignes i y b et a, en se dirigeant d'ailleurs pour le 
sens dans lequel on devra prendre ces distances sur le signe 
dont elles sevont aifectées. 

4 
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• DE LA LICNE DROITE. 

Si la droite passait par Torigme , son équation serait «eu-* 
lement^:=ax et les deux suppositions de xz=zo et de 
^ = o , ne détermineraient plus qu un seul point , pour eu 
obtenir un second , on pourra faire a; = i , et la valeur cor- 
respondante de^ étant a, ou la tangente de Tangle que lit 
droite fait avec Taxe des x, se construira facilement. 

Si a était nul, l'équation réduite à la forme y =^b ap- 
partiendrait à une droite menée parallèlement à Taxe des 
abscisses et à une distance b de cet axe, puisque, pour 
toutes les valeurs que Ton pourrait donner à x , lordonnée 
serait constamment égale à b. 

De même, si Ton avait une équatioa de cette forme 
X = c , il est clair qu'elle appartiendrait à une droite dont 
tous les points seraient aune distance c de Taxe des ^, 
c'est-à-dire à une perpendiculaire sur l'axe des x éloignée 
de l'origine de la quantité c. 

Il nous sera facile actuellement de trouver l'équation d'une 
ligne qui passerait par deux points donnés et l'expression algé- 
brique de la partie de cette droite interceptée entre les deux 
points. Supposons, en effet, qu'ils soient en Met M\ et 
désignons par a/,y , les coordonnées du premier et par j:", y", 
celles du second, l'équation de la droite cherchée sera delà 
forme 

y-Ax-^B, 

et le problême consiste à déterminer les deux coefficiens A 
et -5 , de manière à satisfaire aux deux conditions pro- 
posées. 

Or il résulte de l'équation générale 

y^Ax^B, 

que A est égal à l'ordonné* d'un point quelconque de la 
ligne diminuée de la constante B , et divisée ensuite par 
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Vabscisse de ce point ; que B €st égal à Fordonnée d'un 
ipoint quelconque diminuée du produit de Tabsciise' corres- 
pondante par le nombre A \ puis donc que x' et y, x" et y", 
sont les coordonnées de deux points de la droite cherchée > 
on aura pour satisfaire' à la première condition > 



• 




A = t 


— B 

a/ ' 


pour 


satisfaire 


à la seconde 








B=f 


— ^x». 



et en éliminant A et B entre ces deux équations, on trou- 
vera 

x' — x" X —a?' 

et, par conséquent, pour T équation particulière deladroit» 
assujettie à passer par les deux points donnés , • 

^~ od ^x" ^ x' — x" ' 

On arrivera plus facilement au résultat , et on l'obtiendra 
sous une forme plus symétrique , si posant à la fois le* 
trois équations 

y=^Ax + B 

y^Ax^+B 

y"^ Ax"+ B , 

on retranche la seconde de la première , et la troisième 
de la seconde ; car on aura alors les deux équations 

y^y=A{x^af), y-y' = ^(x'-.a:")> 

«t en mettant dans la première la valeur que donne là 
*ieconde pour A ^ on trouvera, pour l'équation cherchée : 
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Il est à remarquer que Féquation 

que Ton vient de trouver et dam laquelle le coefficient 
j4 reste indéterminé , est Téquation d'une droite passant 
par le point dont les coordonnées sont x' et y , et faisant 
avec Taxe des a: un angle quelconque, ensorte qu'elle 
appartient à toutes les droites qu'il est possible de mener 
par ce point. 

Quant à là distance des deux points , il est facile de voir 
qu'elle est 



et que , par conséquent, elle a pour expression , 

Considérons maintenant deux droites à-la-fois , et pro- 
posons-nous d'abord d'exprimer d'une manière générale la 
tangente trigonométrique de l'angle qu'elles comprennent. 

Soient donc ^Af et CM (fig, o) deux droites, 

et y=2ax-\-b l'équation de la première , 

y^ziafx-^I/Y équation de la seconde ; 

si par le point C, où la seconde vient rencontrer Taxe des ar, 
on mène une parallèle CE à la première , on verra faci- 
lement que l'angle FMD qu'elles forment est la différence 
des angles FCX et DBX qu'elles font avec les abscisses , et 
par conséquent , que sa tangente est celle de la différence de 
ces angles, ensorte qu'on aura par les formules connues'^de 
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la trigonométrie y ^ 

^ i+tangFCXtaiig£>5X 

ou en désignant par a" la tangente de l'angle FMD 



i+ao' ' 



Gn tire d'abord de cette expression du rapport entre la 
direction de Taxe des x et celle des deux; droites proposées « 
r équation : 

a (/ a" + a — a' + a* = o 

dans laquelle les signes des lettres a, a^ et a" sont variables 
et dépendans de la position des deux droites. 

Mais quels que soient ces signes ^ il est visible qu*en échan- 
geant les unes dans les autres les trois quantités que ren- 
ferme cette équation , on obtiendra toujours un résultat de 
même forme ^ et qui ^ par conséquent^ pourra toujours ausd 
se déduire des formules trigonométriques qui donnent au 
moyen des tangentes de deux angles la tangente d'un troi- 
sième angle, comme ou différence des deux premiers , d'où 
suit ce théorème : 

Les angles que forment entr* elles les directions de trois 
lignes droites quelconques tracées dans un même plan , sont 
tels y que chacun d'eux est toujours égal ou à la somme des 
deux autres y ou à leur différence, ou à la somme de leurs 
supplémens, 

La formule -— — y étant l'expression de la tangente de 

l'angle des deux droites , au moyen des tangentes des angles 
qu'elles font avec l'axe des x , il sera facile de déterminer 
}e coefficient d dans l'équation de la seconde drdite , à» 
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manière qu'elle fasse avec la première un angle dont la tan- 
gente serait m ; car il ne faudra que prendre alors pour a! la 
valeur que donne l'équation 



a' — a 

Z 771. 



/> 



Par exemple , si les cieux droites doivent être paraUèles 
•n aura 771=0 ^ et par conséquent 

— 7=0 ou simplement dz=ia. 

Si elles doivent être à angle droite 77t serain&ni, et It 

dénominateur de la fraction — \ 7 sera nul \ ensorte qu'on 

i-f-oa 

aura : 

1 -4- ca' = o 

, 1 

a 

Si elles forment entr'elles un angle de 5o*^ on aura 

i7i = i, 

d — a 
on — ; 7 = I , 

d*où l'on tirera 

c'= — ' — ; 
1 — a 

et en général^ si elles doivent former un angle qui ait pour . 
tangente m> on aura 

771 + a 

"^ 1— 77MZ* 



a' 



On a trouvé plus haut pour l'équation d'une droite mené* 
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par le point dont les coordonnées sont a/ ety , 
Si donc , on a 

pont l'écjuation d'une droite) connue, on aura pour l'é-* 
quation de celle qui lui serait menée parallèlement par 
le point x', y, (*) 

pour réquation de la perpendiculaire que Ton abaisserait 
du même point sur sa direction , 

pour réquation de la droite qui, passant encore par 1« 
même point , ferait ayec elle un angle de 5o° , 

et en général, pour Téquation de la droite menée par le 
point X y de manière à couper la première sous un anglo 
dont la tangente serait m, 

y — y= — ^ — (x — X). 
, -^ -^ 1 — ma ^ ' ♦ 

En partant de l'équation de la perpendiculaire, on trou- 
vera facilement la portion de cette droite comprise entre le 
point a/, y et la droite donnée , et il sui&rait pour Tob- 



(*) par LE POINT a/, y, nons entendrons désoraaaii il toiHT 
90X1 ISS cooRDONirÉxs sont 3^ XT /» 
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tenir ^ de substituer à x et à. y dans l'expression 

les valeurs qui résultent de rélimination de ces quantités 
entre les équations des deux droites , mais il sera plus fa- 
cile de chercher immédiatement les quantités x — - a/ et 
y — y\ Pour les obtenir, on mettra Téquatioh 

y=zax^b 
sous cette forme 

et en retranchant de cette nouvelle équation celle de la 
seconde droite, 

t>n aura, 

Ta -| — j (x — a/) =y — aa/ — b , 
d*où Ton tirera 

et par suite ^ 

/ ^ y — flx^— ft 

substituant ces valeurs dans l'expression 

y\x^xfy+iy-yy, 

on aura pour celle de la distance cherchée, 

y — acd — & 
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On pourra, pour plus de généralité , éliminer a: — • a/ et 
^ — )/ entre les deux équations . 

et y— y= — -!_(a7— a/), 

^ ^ 1 — ma ^ 

et les valeurs de ces quantités substituées dans la formule 

V ( x — a/ )* 4- {^y — y Y y donneront pour l'expression 
de la distance entre le point dont les coordonnées sont 
od et y et celui où la première droite vient rencontrer la 
seconde : 



y— g^' 



m 



V ! + «*• 



en faisant successivement dans ce résultat m nul , égal à Tu- 
nité et infini^ c'est-à-dire, en supposant successivement 
l'angle des deux droites nul, demi-droit, ou. droit, on 
trouve : 

1 y — god — h .^ y — aod — h 

et les deux dernières valeurs comparées entr' elles nous font 
retrouver ce théorème : 

Le rapport du côté du carré à la diagonale y est celui 
dé r unité à la racine carrée du nombre 2. 

Proposons -nous maintenant de trouver l'équation d'une 
' droite qui diviserait en deux parties égales l'angle de deux 
droites connues. 

Soient les équations des deux droites , 

y=,ax-\-b pour la première , 
yz=: ax -f- V pour la seconde , 
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réquation de la droite cherchée sera de la forme 

y = Ax+B. 

Pour plus de simplicité ^ on concevra les deux droite» 
données ramenées à l'origine des coordonnées ; Fanglfr 
qu'elles forment ne variera pas , et les trois équations se ré- 
duiront à ; 



3^ flj[7 I 

f > pour les deux premières droites, 

■ ■ C X I 



y 
y 

y=.Ax pour la droite cherchée. 



Cela posé, la droite cherchée fait ayec la premièro 
droite un angle dont la tangente sera —-7- — ^ et avec la se- 

conde un angle qui aura pour tangente ^^=^ ; pour 

qu elle divise l'angle des deux droites en deux parties égales, 
il faut que ces deux tangentes soient égales , d'où l'on tir^^ 
pour déterminer le coefficient inconnu A, l'équation : 

a — A A—_J 

X'^aA \'\-dA^ 

j. ad — 1 

ou w^* — • 2 . , A — 1=0. 

a -f- a 

Cette équation du second degré, ayant son dernier terme 
négatif, aura ses deux racines réelles, d'où il suit que le 
problême proposé aura toujours deux solutions possibles ; 
et en effet, il est également résolu par la droite qui di— . 
visera en deux parties égales l'angle MAM' (^fig- 3 ) , et 
par celle qui divisera de la même manière lé supplément de 
cet angle. 

De plus , ces deux droites doivent évidemment se couper 
& angle droit, et cette circonstance- est aussi retracée par 

l'équatioQ 



i 
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réquation trouvée, puisqu*en désignant par A* et JP ses 
deux racines, c'est-à-dire en posant 



pAa^lMaB^MM 



a + ûi' 

t>n a pao: la théorie des équations 

A' A" = — i, 
ou A! A" -f- 1 = o. 

Pour trouver te Tûoyen de résoudre graphiquement le pro- 
blême , soient M un pî)int pris sur la ^îremière droite et 
M^ un point pris sur la seconde; cd ^t^ les coordonnées 
de M, y a/' ety celles de M' ; il faudra d*abord que l'on ait 

et si de plus les deux points M tt M^ doivent être à égale 
distance du point A , on aura encore 

AM—AM' ou af \/T+cFt=z df /r+?'s 
c €8t-à-dire que l'on deyra prendre 

Cela posé , si l'on joint ces deux points par une droite 
MM^ y elle fera avec l'axe des x un angle dont la tangente 

"^ — a^a»ra pour expression 

B 



><«:■, 
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a 



\A 



+ <i 



% 



+ d 



t% 



-v\ 



+ a* 



+ a^' 



■ 

et comme elle d^ renferme point a/ > il est d*abord clair 
qu'elle restera la même quelque part que l'oâ prenne les 
points Af et M\ et par conséquent^ que toutes les lignes 
qui joignent deux points pris sur les deux côtés d*im angle 
et à égale distance de son sommet^ sont des lignes paral- 
lèles. 

En réduisant ensuite cette expression ^ elle devient 

a +d 

c'est-à'-dite précisément la valeur que donne pour A^ Té^ 
quation 

j^ — a : — 7--^— .1 = 0; 

d*où il suit de plus^ que toutes ces parallèles le sont aussi à 
la ligne qui diyise en deux également le suj^lément de 
Tangleproposéy et comme cette dernière est perpendicu- 
laire sur celle qui diyise Tangle lui-même en deux parties 
égales 9 il est facile d*en conclure que pour résoudre gra- 
phiquement le problême de la bissection de l'angle ^ il faut 
joindre par une droite deux points pris sur les deux côtés 
de l'angle et à égale distance du sommet et abaisser de ce 
sommet une perpendiculaire sur la droite. 

Pour faire ime application des valeurs trouvées pour 
Jt ^tA" y supposons que dans le triangle rectangle AMP 
(^g 4 )» il f^Uc déterminer la. position du point B de k 
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ligne MP par la condition que la parallèle BC menée par 
ce point à AP soit égale à AC. 

Prenons, pour plus de simplicité , le point >^ pour origine 
îdes coordonnées «t le côté AP pour axe des x. Soient 
alors 

•^ , > les équations connues des lignes u^iCf et PMj 

et y l'ordonnée inconnue du point 5; on aura 



= V^ 



BC = AP'^AD, AC=:V CD+AD, 

et conmie AD est l'abscisse du point de la droite ^iRf dont 
l'ordonnée est y ou la valeur de x qui ^ dans Téquatioa 
y:=:,ax y répond à y =3^' , on aura 

BCzz^h-^i-, AC =-ïlv/i + a*, 

a a 

et par conséquent, pour déterminer j/' , l'équation 

a a 

de laquelle on tire 

ou , en multipliant haut et bas par 1 — V^i-f-a», 

— 1 + l^i+a* 



.y 



=i 



a 



Le point -5 ainsi déterminé, il est facile de voir que Té. 
quation de la droite qpi le joint avec le point A , sera 
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et comme^ le coel&cient de a:> dans relation de cette 
droite ^ n'est 4utre chose que ce qae devient la valeur gé- 
nérale trouvée précédemment pour A' lorsqu'on y fait 
</ := o^ ou lorsque la seconde droite se confond avec Taxe 
à»» Xy il s'ensuit que pour trouver le point By par une 
construction graphique ^ il suifira de diviser l'angle MAP 
en deux parties égales ^ et de prolonger jusqu'à là rencontre 
du côté MP , la droite qui effectuera cette division. 

Comme il importe de se familiariser avec les différentes 
fdrme$)que peut prendre l'équation de la ligne droite , nous 
allons ajouter a ce que nous avons dit y la solution analy*- 
tique de quelques problêmes de géométrie. 

Proposons -nous d'abord de démontrer que les trois 
lignes menées par le sommet de chaque angle d'un triangle 
et par le milieu du coté opposé se croisent toutes en un 
même point. 

Soit AMP {^fig- 5) le triangle proposé ; prenons , comme 
tout-à-l'heure , le pointa pour origine des coordonnées, et 
le côté AP pour axe des a; ^ et désignons par x^ l'abscisse 
du point P et par a/ y y les coordonnées du point M. 

Les coordonnées des milieux ByD y C des trois côtés 
seront 



pour le premier^ 






x" 



pour le 'second^ o, — , 



a 



pour le troisième^ *^ 



a ' a ' 
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et par conséquent les équations des droites qui joindront 
chacun de ces points avec le sommet de l'angle opposé , 
seront 

y= ^/^^. (^-^0 pour^P, 
et enfin y r=. —^^(x -"Ç) pourMD. 

Cela posé, si on élimine y entre les deux premières 
équations, on aura^ pour déterminer l'abscisse du point de 
rencontre des droites AC et BP , Téquation 

/ 1 1 \ __ x" 

\x' + x" oJ — ^') ^ ~ x' — ao:"' 

qui donnera- 

— 3a/'x=— a^^Cx'^ + x^) ou a: = ^+?:\ 

et par conséquent y = ï^. 

En éliminant ensuite y entre la première et la troisième 
équation, on aura pour déterminer Fabscisse du point 
d'intersection des droites AC et MD , Féquation 



\ 



/ 1 Q \ _^ X" 

\a/^oP flx' — xV"^" 2x'— X • 



de laquelle on tirera la même valeur de x que tout-à- 
l'heure , et par suite , la même valeur de y. 

Puisque les droites AC et BP ont dans leur intersec- 
tion les mêmes coordonnées que les droites AC et MD ^ 

3 



iV' 
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il est clair que les trois droites AC y BP et MD se rei^ 

contrent en un même point O , dont les coordonnées sont 

a/ 4- a/' y' , a/ + x" 

■ T^ — ^^'V» ^* comme l'abscisse ■■ T^ — de cepomt 

ix/ ■!-• x'' 
est les deux tiers de l'abscisse — -ï- — du point C, il sera 

sur la droite AC aux deux tiers à partir du point A ou 
au tiers à partir du point C 

On sait par la géométrie , que le centre du cercle cic- 
conscrit à un triangle AMP {fig. 6) est à l'intersection 
des perpendiculaires élevées sur le milieu de deux quel- 
conques des trois côtés ; il suit de là que les perpendir- 
culaires élevées sur les milieux des trois côtés d^un triangle 
se coupent €iu centre du cercle circonscrit , et c'est ce qu'il 
nous sera facile de vérifier par le calcul. 

En conservant les mêmes dénominations que dans la 
question précédente^ on aiura , pour l'équation du côté AMp 

y 

pour celle du côté MP , 

et enfin pour celle du côté AP , 

d'où l'en tirera, pour les équations des perpendiculaires 
5ur les milieux de ces côtés ^ 
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En prenant la Tal'eur qae donne pour a: la troisième 
de ces' équations et la substituant dans chacune des deux 
premières^ on aura ^ pour déterminer l'intersection des deux 
perpendiculaires BO et OC avec la troisième perpendi-* 
culaire OD , les équations 

— 2L — £l x" — af ' 



^y!^= 



X^ -^ X xf 

~T~' ^ ■' 



et comme eBes donnent pour y la même valeur > 

a " ay ' 

il s'ensuit que le point de rencontre des droites BO ejt 
Oi> est aussi celui des droites CO et OD , et par consé- 
quent^ que les trois perpendiculaires concourent, en un 

même point qui a poiir abscisse — et pour ordonnée 

a "^ ^y ' 

Les équations des trois côtés restant toujours les mêmes ^ 
on aura- 

4 
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r 
X 



X — X 



pour celles des perpendiculaires abaissées sur chacun 
d'eux du sommet de Tangle qui lui est opposé , et comme 
les deux dernières conduisent au même résultat, lors- 
qu'on y met pour x la valeur a/ que donne la première, 
il est clair que , dans tout triangle , les trois perpenUcUf 
Imres menées des angles sur les côtés opposés , se croisent 
toutes en un même point ; il Test également que les coor* 

j/' j/ 

données de ce point sont ici x' et a/ -, — . 

y 

De plus , les trois points que nous venons de détermi- 
ner jouissent d'une propriété remarquable à laquelle le 
calcul va encore nous conduire. 

Concevons , en effet , que par le premier et par le se- 
cond on mène une droite y elle fera avec l'axe des x ua 
angle dont la tangente sera 

si de même ; par le premier point et par le troisième , 
on mène une droite , elle coupera Taxe des x sous un 
angle dont la tangente sera , réductions faites , la même 
que la précédtnte ; doac y ces trois points sont en ligne 
droite ; donc , dans tout triangle , le point où se croisent 
les trois droites menées de chacun des angles au poin^ 
milieu du côté opposé , celui oit se croisent les trois per-- 
pendiculaires menées des mêmes angles sur ces côtés op-^ 
posés et celui où se croisent les trois perpendiculaires 
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élevées sur le milieu de chaque côté , sont toujours placés 
sur une même ligne droite. 

Proposons-nous , pour autre exemple , d'inscrire un 
carré dans le triangle JiMB {Jig- 7 ). 

Soient toujours le point A Forig^ne des coordonnées , 
AB Taxe des x ^ ocf et j/ les coordonnées du point M ^ 
et or^ Tabscisse du point B ; les équations des trois côtés 
AM , BM et AB seront les mêmes que dans les problêmes 
précédens. 

Cela posé^ il est clair que le problême propose revient 
à trouver sur AB un point c placé de manière qu'en élevant 
la perpendiculaire ac ^ et menant ensuite la parallèle ai 
à AB y on ait ac-=L ab. Désignons donc p^ ë, Tabscissç 
d'un tel point ; la valeur de ac sera celle de^ qui corres- 
pondra à x=:*, dans réquation du côté AM y c'est-à-dire, 

^ «t . et celle de àb sera la différence des f^scîsses Ad et 

Ac. La première de ces deux quantités étant la valeur que 
donne pour x l'équation du côté BMy lorsqu'on y fait 

y 

j^ = ^ «t, aura pour expression : 



ainsi l'on aura 



a^ 



ab = --i -r — 1_— —.*=:— i — ; i 

X X , 

ac = ^ «e , 

X 

et par conséquent , pour déterminer «t l'équatioa 
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qui donne «=u«c=--7-r— ,, , et par suite ^^.j , pour If 
côté du carré y en substituant la valeur de « dans l'équa- 
tion y = '2IL x du côté AM* 
^ x\ 

On trouvera donc le point c ea construisant Tune ou 
Fautre des deux expressions 

a! of y xf 

c'est-à-dire ^ en cherchant une quatrième proportionnelle à 
trois lignes connues. Mais^ afin de l'obtenir d'une nîanière 
encore' plus £acile, on mènera la droite cM dont l'équatioa 
sera 

y^y— — ^^^""—^^^ 

^^ y-^y—^^—^ — (x — a/)', 

et l'on cherchera l'ordonnée du point où cette droite vient 
rencontrer l'axe des ^. Cette ord3:)nnée fournie par l'équa- 
tion 

y-y=— ^ ^ ^. 

aura pour valeur — jc^, et indiquera >' par conséquent, 
qu'on trouvera touf de suite le point c en prolongeant l'axe 
des y d'une quantité AC=>AB , et menant la droite CcM-; 
il est facile de voir que cette construction conduit à cette 
auti^ : on joindra le point M avec les points C et D d'un 
carré construit sur AB. , on élèvera ensuite par les points 
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c , rf, OÙ AB sera rencontré, les perpendiculaires ca et db, 
et on mènera ab ; la figure abcd sera le carré demandé. 

Nous terminerons ces applications par le problême sui- 
vant : étant donné un point iN^(^g'. 8 ) dans un angle connu 
DAEy trouver Téquation dune ligne DE menée parce 
point, de manière que les parties ND, NE comprises entre 
le point N et les côtés de l'angle soient égales. 

Soientjf=aa;V équation de la droite donnée, a/ et^'le» 
coordonnées du point N\ Véquation de la droite cherchée 
fiera de la forme 

Pour avoir la grandeur de ND, il faudra éliminer^ — y 
et x-^ocf entre les équations des deux droites et substituer 

leurs valeurs dans l'expression V^{x — od y* + {.J — "^ )*• ^-^ 
y pantiendra immédiatement en écrivant la première sous 
cette forme 

y — y^=:a{x — a;') — y -t-ax' , 
et en la retranchant de la seconde ; car on a alors 
(^'— .a) (x — a/) 4-y — ax' = o, 
d'où l'on tire 

A — a 



par suite 

A — a 



y^y^j^:=±. 



et par conséqaent 

JVD= V (x— a/)V+ (;y-_y')«=?^^^ [^ l+A*. 

Pour obtenir la longueur de NE, on cherchera d'abord 
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AE , c'est-à-dire, la valeur que donne pour x réquatian. 

lorsqu'on y fait jf = o : or cette hypothèse fournit l'équa- 

tioa 

on aura donc 

AE-—^, 
ee qui donnera 



et comme JV!E=r. iV'^Ç* ■+ Q£*, il en résultera 



NE 



= l/V* + ^I=^ ^'^H^- 



Egalant les deux valeurs de ND et de iVE, on trouve pour 
déterminer le coefficient inconnu A y Téquation 

fl^— y _ y 

qui donne 

Ainsi réquation de la droite cherchée sera 

•^ "^ fly — ax' ^ 

et S}, pour la construire , on cherche AE ou Tabscisse du 
point où elle rencontrera Taxe des x^ on trouvera 
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^ a 

En comparant cette expression de AE avec Texpression 
générale trouvée plus haut pour la même quantité^ on 
voit qu'elle est deux fois ce que deviendrait cette der- 
nière si l'on y changeait A en a. Or le résultat de 
cette transformation représenterait l'abscisse du point où 
la parallèle menée par le point 2V au côté AD y viendrait 
rencontrer l'axe des x , on aura donc immédiatement la 
droite cherchée en menant par le point N la parallèle NF 
à AE, portant AF de F en E, et tirant DNE. 






L 



CHAPITRE IL 

Du Cercle» 

APRÈS la ligne droite vient naturellement la circonférence 
de cercle^ qui^ par sa régularité et la simplicité de sades-* 
cription , présente les résultats les plus faciles à saisir. Pour 
suivre ici la marche qui nous a guidés plus haut^ nous 
allons d'abord chercher l'équation de cette ligne , en tra- 
duisant en Algèbre une de ses propriétés , en exprimant , 
par exemple^ qu'elle est engendrée par le mouvement 
d'un point qui ne cesse pas d'être à égale distance d'un 
autre point connu de position. 

Soient donc x et^ les coordonnées d'une position quel- 
conque du point décrivant, « et € celles du point fixe dont 
il doit toujours être également éloigné^ la distance de ces 

deux points sera V^ ( x — tty + {^y — C )* , et si r dé- 
signe la quantité à laquelle elle doit constamment être égale, 
on aura 

Telle est l'équation de la circonférence du cercle décrit 
du point a , 6 comme centre et avec le rayon r : les trois 
constantes qu'elle renferme serviront à indiquer en quoi 
une circonférence de cercle diffère pour la grandeur et la 
position d'une autre circonférence de cercle *, il est clair que 
ces trois constantes se rapportent à trois conditions diffé- 
rentes -, d'où suit ce premier théorème : 

Trois conditions non identiques , comme trois points non 
en ligne droite y déterminent de grandeur et de position 
une circonférence de cercle. 



1 
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Il est certaines hjrpotheses qui peuvent établir entre, les 
constantes tt^C, r, âes relations particulières^ et modifier^ 
d*uiie manière remarquable , Téquation que nous venoni 
de trouver. 

Si , par exemple , l'origine des coordonnées est un point 
de la courbe^ on aura 

et l'équation du cercle prendra cette forme plus simple^ 

a:* +^— fl tf X — 2 Cjf = o. 

Si l'on suppose en même tems , que l'un des deux 
axes passe par «le centre^ et que le second touche la 
courbe au point où elle est rencontrée par le premier > 
on aura 

ct = o et C = r, 
ou 6 = o et a = r, 

et l'équation précédente prendra l'une ou l'autre de; cet 
formes : 

0?*+^*— T2rj^=o, x^-f"^*"" arx=o. 

Enfia, si les deux axes passent par le centre , on aura à- 
la-fois 

ti =0, C = 0, 

et ces valeurs introduites dans l'équation générale la ré- 
duiront à 

Cette dernière équation^ remarquable par sa symétrie et 
sa simplicités est; celle dont nous nous servirons particuliè- 
rement. 
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II est facile de voir qu'elle retrace toutes les circonstances 
de la description du cercle ; car à x = o répond yz=zf',d& 
même à^ = o répond x = r; et enfin , puisqu'on a 

il est clair qu'on ne saurait supposer x ^\.y plus grands que 
le rayon y c'est'-à-dire ^ que tous les points qui nb seraient 
pas distans du centre de la quantité r y ne sauraient ap- 
partenir à la circonférence. 

Au reste les différentes équations que nous venons d'ob- 
tenir donneraient toutes les mêmes résultats , et chacune 
d'elles renferme d'une manière plus ou moins complexe 
toutes les propriétés du cercle ; on tire^ par exemple^ de 
l'équation a:* -f- j^* — a rx= o , les proportions 

2r ""^ X « y c » y ^ X y 

ar : V X» +y* :: l/x^+jf»: x; 

qui nous apprennent que si , d'un point M d'une circonfé- 
rence de cercle > on abaisse sur le diamètre AB une perpen- 
diculaire PM et qu'on tire la corde AM : 

1*. La perpendiculaire PM est moyenne proportionnelle 
entre les deuxsegmens AP, PB du diamètre. 

a°. La corde AM est moyenne proportionnelle entre le 
diamètre AB et le segment adjacent AP. 

arx étant l'expression du carré de la corde AMy 
ar(ar — x) sera celle du carré de la corde BM, et la 
somme de ces deux quantités étant 4 ^ ou le carré du 
diamètre y ce qui ne peut avoir lieu qu'autant que le triangle 
AMB est rectangle en M, on tire encore de là cette autr6 
proposition : 

L'angle 
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U angle AMB est toujours droit ^ quelque part que soit le 
point M sur la courbe. 

Outre ces propriétés , la Géométrie élémentaire nous en 
a fait connaître plusieurs autres des droites qui rencontrent 
ou qui touchent une circonférence de cercle ; nous allons 
les déduire ici de la combinaison des équations de ces deux 
lignes. 

Soient donc x* + J^ = '^ l'équation d*un cercle ayant 
> son centre à l'origine des coordonnées , et a, C les coof- 
données d'un point quelconque ptis dans son plan : on 
. aura 

pour l'équation d'une droite menée par ce point , et 

pour le carré de la distance z du point ce > C à un point 
quelconque de la direction de cette droite \ éliminant x— jt 
et y — C entre cette équation et celle de la droite^ il 
viendra 

z ^ Az . 



et par conséquent pour les coordonnées du point quel- 
conque , 

, 25 Az 



V^+A^ Vi + A^* 

. Si l'on suppose maintenant que le point pris d'abord ar- 
bitrairement sur la droile , lui soit commun ayec la circoa-» 
férence de cercle , l'équation 

vérifiera^ lorsqu'on y reinplacera x %t y par les vakur 

C 
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qu« nau3 venona de trouver ji ce qui fouraîfa pour déter- 
miner 2 j l'équation 

ifeiilliet^ewi rtaçinet spnt lef diUwees du point «> C aux 
points de rencontre de la droite et du cercle. 

I>«ni une équatien ordonnée de manière que le premier 
terme H*ait pour coefficient que Tuiixlé, le ce^efficient du 
fécond terme pris a;iiec un signe contraire ett la aonrnio 
des racines , et le dernier terme en est le produit ; si donc oa 
désigne par 2/ et e' les racines- de l'éqttation précédente^ 
on aura Qe> deux autres : 

quk Toat noue fournir plusieuv» conséquences remarquable^. 

La première ne renfermant pas le rayon r, restera k 
même» quelle que soit cette quantité; d'où il est facile de 
coiidlnre ces d^ux théorèmes : 

1*". Les circonférences concentriques, sont partout éga- 
îement distantes. 

a^. Si Von mène une droite qui rencontre à^kn/his deux 
circonférences concentriques , des portions égales de cette 
droite sueront interceptées entre les deux circonférences. 

Si| conceyant ensuite le point a , 6 intérieur au cercle > 
du pose dansla mâme équation £^ = — * z", on anr» 

et 

«6-f-^C= 0,OU-rf=— -s 

M Oomoie cetle yeleur de ^ eet cdle qui co&mnârait i 
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l'équation de U petpendiculaité élevée àti ^M i t âiir" l! 
rayon passant pal- ce ^oiht, 3 m dé là que , 

La perpendiculaire élé\>êe sûr lé milieu êùiicï/di ^nJ= 
wms un cercle nasse nm- A. ^- . j . ^ menée 

quem^nt. ' ^ ^^ ^ '"^'' ''" '^^^ ** récipro^ 

L'équation (3) étant indépendante de la Quantité Jt 
aura heu pou,6>utes le* droite, menée* pat k ^Tt C 
de sorte qu'en désignant par z, et ., les rLine^ d'u^e ^* 
tion qui correspondrait à une autfe vâle* à^A JZ'^ 
encore **«' ^ > on 9xxt^ 

et par conséquent 

Si *• + C« est plus grand que ;-, le poiné *, C éét «M 
fcors du cercle, et cette proposition indique que ^ 

£« sécantes meheés d'un même point pris' hors d'u. 
cercle sont réciproquement proportionnelUsà leurs n^, 
extérieures. parties. 



. Sî , au contraire , »^ -f. ^ est moindre one r« I- • 
^^C e3t intérieur aU cerclé, et il résUltt ria^^r^S 

Les cordes d'un même cercle ou de cercles égaux se coi^ 
pent en parties réciproquement proportionnelii 

Enfin «•+C'-r- étant le carré de la taneent- , • 
que ifig. 10 ) * tangente, puis- 

l'équation (3) nous apprend que. 

Uonnelle entre la sécante entière et sa parti; extérieure 
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Concevons le point a , C enE {fig- 1 1 et i a ) , et après 
avoir élevé au carré l'équation (2), retranchons en l'é- 
quation (3) multipliée par 2, il viendra 

•_ 4 



z'* +z"^=EA +EC= --f-^ (it+^C)*-.a(**+C*-r*), 

.En changeaibt^ dans ce résultat ^ en— ^--^^ on aura la 

somme des carrés des distances ED , EB mesurées sur 
une corde BD perpendiculaire à AC et passant par le 
même point E , ce qui fournira cçtte autre équation : 

4 



ED +EB =--^^(«t.<-C/-2(ct» + C*_r*) 

Xpû, ajoutée à la précédent^, donnera 

e2*+eT+'EC + ED'=4r*. 

Cette équation rapportée à la figure 1 1^ nous apprend que^ 

Si un point est pris hors d'un cercle, de manière qu'on 
puisse mener par ce point deux cordes orthogonales , la 
somme des carrés des distances de ce point aux points 
de rencontre des cordes et du cercle est égale au carré 
du diamètre; 

Et pour la figure la où les cordes AC, BD peuvent 
être regardées comme les diagonales du quadrilatère ABCD 
inscrit au cercle , elle indique que , 

Dans tout quadrilatère inscrit à diagonales orthogonales., 
la somme des carrés des quatre segmens deé diagonales 
est égale au carré du diamèPrç^ 

A cause de 
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Wb +ec' ='bc 



EC'+ËD :=C3\ 

la même équatton domie 



AD +BC =4î^ 

d'où 3 suit, pour la figure 11 , que. 

Dans tout quadrilatère inscrit et tel que deux câtés 
opposés se rencontrent à angle droit, la somme des 
carrés des deux diagonales et celle des carrés des deux 
côtés non perpendiculaires l'un sur l'autre, seront égales 
entr' elles et au carré du diamètre. 

Et pour la fig. lâ , que , 

Dans tout quadrilatère inscrit à diagonales orthogonales , 
la somme des carrés de deux quelconques des côtés op^ 
posés sera égale au carré du diamètre. 

En résolvant l'équation (1), et prenant la différence de 
ses racines, on amra pour la portion de la droite comprise 
dans le cercle , 

fl l^r*(i +^*) — (C — ^«)* , 

. — — ^. ■■■■ • ^ 

c'est, en continuant de supposer le point «, C en £, Tex- 
presÂon de la corde AC 

Il sera facile d'en déduire , pour Texpression de la corde 
BD, . • 

fl v/r'(i-H^')-(e^-f») ':. 



3 
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#t en faisant la somme des carrés de ces quantités, on 
aura 



c*e8t-À-dire que , 

Si d'un point quelconque pi^ sur la surface d'un cercle , 
on mène deux cordes quelconques orthogonales y la somme 
des carrés de ces deux cordes sera toujours égale au 
double carré du diamètre , jnpins quatre fois le carré 
de la distance du point d' intersection des deux cordes au 
centime du cercle. 

Toutes ces propriétés sont vraies , quelque part qjae soit 
dans Imtérieur du cercle le point «> C; mais il est fa- 
cile de sentir qu'en le supposant hors du cercle^ il faut, 
pour qu'elles continuent d'avoir lieu y que Ton puisse mener 
par ce point deux cordes pei;pendiculaires entr'elles; or 
la dernière équation 

cej^a^l^ ^'çiçprimer un i-ésultat réd lorsque Zr\ est plui 
grand que 4(a»+C»> , ç esJràrdii:^ , quand on a 

nous indique que cette circonstance n'est possible, qu'au-* 
tant que le point « , C ne d^épasse p^ 1^ circonférence 
concentrique dont le rayon est le côté du carré inscrit 
dans la première circonférence. 

Au ri^t;a ces pippriét^s, ÇP.i^°l^ <?€9?^ <ÎU^. A^V^ ayon% 
précédemment exposées , ont été r^gprtéej&ipij njpinspour 
l'intérêt qu'elles peuvent préscaiter pai^ eliesr-mepies , que 
pour montrter comment on peut, par la seule force de l'a- 
nalyse, faire sprtir d'un petit npmbrç de, pi^ûçipes toutes 
les vérités qa*3s renferment. 
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exprime la portion de la dtoite jf — 62=-^(x — et) 
qui se trouve comprise dâiis le cei*cl*e, quelle que soit d'ail- 
leurs la position du point « > C ; elle sera nulle ^ si la droite 
touche la circonfti^nce : 6a a donc pour dditerminer ji ou 
la tangente de Tangle qu'elle doit faire alors avec Taxe dei 
Xf l'équation du second de^é 

r»(i +>/•) — (C—^«t)*=:o, 

qui donnera 

«C it r v^c(»-|-C»— r» 
r*— à* 

fatf un point dDimA , «w» poturm diMe^ éû gé^éfdt^ ttîe- 
ner deux titogeiMB »u<i» cftfcrto; en «tra l6B éqtialibQs tT». 
ces tangentes en substituant les deux valeurs de A dans 
réquation 

et les coordonnées des pciiits cfe contact s'obtieiidt'emt en 
remplaçant z e^ A pat^ ImirS' rsleùr»' dfËis 1er formula 

. z ^ . Az 

Si «^.f. C^ est moindre ^ /^^ c'e^^à^-Aré^ si le poiM 
êc, c est donné dàn» le cercle , lesdeux ydetit» de A de^ 
viennent imagin^pe^^ et on^ sislnt^ en effets qu'ils est im- 
possible de me«ier une fange&te par un point ainsi: âitué ; 
maii^ si ct^-{-C^=sr^^ c'e§t-4-dL:e^ n le point est sur la 

4 
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circonférence^ elles se réduisent à une seule 



a, 



amsi réq[uation de. la droite , menée tangentiellement à um 
cercle par un point pris sur sa circonférence , sera 

jr— C= — î (a: — *), 
ou en réduisant 

et il est facile de voir quelle est celle de la perpendi- 
culaire à l'extrémité du rayon mené au point de con- 
tact , puisque ce dernier aura pour équation 

. Au reste ^ cette circonstance était indiquée^ et même 
pour toutes les positions du point a, C^ par Féquation ' 

car C — - A A étant Fordonnée à l'origine de la tangente, A 
la tangente trigonométrique de l'angle que cette tangente 

fait avec les x et , par conséquent, \/ i -{- A^ le rapport 
du rayon au cosinus de cet angle, la relation 

C — ^«=r Vi +-^* 

que fournit l'équation citée , renferme la condition néces- 
saire pour que le triangle formé par cette ordonnée , la tan- 
gente et le rayon mené au point de contact, ait un anglQ 
droit dont ce point de contact sera le sommet. 
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On tire de là un moyen simple de mener une tangente 
à un cercle par un point donné sur sa circonférence ; 
itiâis il est difficile de lire dans la valeur générale de A la 
construction géométrique qu'il faut effectuer quand le point 
est donné hors du cercle; pdur l'obtenir, nous remar- 
querons que si , entre l'équation générale de la tangente et 
celle du cercle, on élimine le rayon, on aura, entre x,y, 
« et C , une] équation qui appartiendra à la suit&des points de 
contact de tous les cercles qui ont leur centre à l'origine 
des coordonnées. Cette équation sera donc celle de la ligne 
unique qui contient tous ces points de contact et qui les 
détermine par ses intersections avec la suite des cercles 
touchés. 

Or , si l'on suppose , pour plus de simplicité , que le 
, point «, 6 est sur l'axe des x , on aura C = o, et l'équa- 
tion de la tangente deviendra 

c'est donc entre cette équation et l'équation 

qu'il faut éliminer le rayon. 

Pour y parvenir plus facilement , on élèvera la première 
de ces équations au carré et^ en transposant, on lui don*- 
nera cette forme :. 

r'Co:*-}-^*)—- ar*«ta: + flt*(r* — y^ ) = o , 

que l'on changera en cette autre : 

r* — a r**a:-f-«.*a:* = o, 
ou simplement. 
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en mutant pour x*-}"^* ^ J'*-^^* kiirs vaJtiars priiet 
dans réquatiou du cercle. 

L'équation finale demandée sera donc 

a:* + jr* -^ #x = o ; 

c'est-à-dire celle d'un autre cercle dont un diamètre e9t 1^ 
droite qui joint le centre comniun des cercles avec le point 
de Taxe des x dont l'abscisse est « ; ainsi , pour mener une 
tangente à un cercle^^ par un pointa ^fiS- ^3- ) P^ ^^ 
dehors ^ il faudra joindre le point A et le centre par la 
ligne droite CAy et le cercle décrit sur cette ligae comme 
^amètre vii^ndr^ couper le premier en deux points M et M'. 
qui seront lea points de contapt 

On pouvait^ au reste ^ trouver immédiatement l'équation 
r* — «ta: == o > en observant que la tangente menée par le 
point A devant fonner avec le rayon CM^ mené au point 
de contact, un triangle ACM toujours rectangle en M^ on 
a y à cause de la perpendiculaire MP abaissée de l'angle 

droit sur rhjrpothénuse;» CM-^^ CA X CPi= o; mais l'a- 
nalyse précédente est peut-être plus élégante et plue 
directe. 

Si la droite dont Téquation est en général 

ne doit pas. toucher Ia« eirconférence, maîs^ être teUe que 
sa partie comprise dans le cercle soit d'une grandeur 
donnée m , m étant plus petit que ar, on smnt 

a {/ r^ii+A^) — C^ — ^^y 

y = Wt Jl 
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^t ]f9f ççnSihptnt, pour déterminer A, Téquatioa 






p' — et- • p^ 

dans laquelle p représente 



1/^. 



ou la perpendiculaire abaissée du centre sur une corde 
jïi= TH. 

Cette équation étant formée en p , comme celle qu'on 
a trouvée plu3 haut Tét^t en r, donnera pour ji la tangente 
^e Fangle que doit fajre avec Taxe des x une droite menée 
par le point a, C ,de manière à toucher une circonférence 
de cercle décrite du même centre que la première et avec 
un rayon p> et ii^dique par conséquent , que. pour résoudre 
graphiquement le problême , il faudra , dans le cercle 
donné , tireu un^ corde z= 7n ^ ^t ayant Récrit de son cent^r^ 
et avec la distance de ce centre à la corde ^ une circonfé- 
rence de cercle ^ mener par le point dpnné une tangente 
à cette circonférence. 

Au lieu d^ f^r^ passer I4 tangente par un point donné ^ 
pour achever de détierminex sa positipn , nous allons sup- 
poser à présent^ qu'elle doit toucher à-la-fois deux 
cercles; et, ppnr plus de sii^plicité , nous placerons le 
centre de Tun des cercles à. Toiig^ne des coordonnées , et 
celui de l'autre en im point de Taxe. 4e£^ ^ » 4e manière, 
que 

étant réquation du premier cercle^ 

(x— fl/' + yrr/» 
flpit ceQe du seconil. 
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Cela posé ^ désignons par et et C les coordonnées d*im 
point pris sur la circonférence du premier cercle , on 
aura 



J^ = 



C 

- X 



y 



pour réquation du rayon mené par ce point , et 

pour celle du rayon qu'on peut lui mener parallèlement 
dans le second cercle. Pour déterminer les coordonnées du 
point où ce second rayon rencontre la circonférence du 
cercle auquel il appartient ^ il faudra éliminer x ety entra 
les équations 

ee qui donnera en observant que «* + 6*=:r*, 

a;=: et y = ± — ; 

r -^ r 

ainsi, la droite qui joindra les extrémités de tes deux 
rayons parallèles , aura pour équation 

. C (r.X/) • 

•^ «(rqir') — ar ^ ■ 

et Vabscisse du point où elle rencontrera Taxe des x ^ 
c'est-à-dire la valeur de x qui répondra dans cette équa- 
tion à X = > sera 

ar 



Cette valeur ne renfermant îdtLmC, restera la même , 






1 .; ' , \ 



\ 
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quelles que soient ces quantités , ou quel que soit le point 
pris sur le premier cercle ; elle appartiendra donc à toutes 
les droites qui joindront les extrémités de deux rayons 
parallèles , et par conséquent-^atusi à la tangente cherchée. 

Il suit de là^ qu'on résoudra ^^hiquement le problême 
proposé , en menant dans les deux* cercles des rayons pa- 
rallèles^ joignant les extrémités de ces rayons par une droite 
que Ton prolongera jusqu'à l'axe des x , et menant ensuite 
par le point de rencontre une tangente à l'un des cercles. 

La valeur trouvée plus haut pour x résultant d'une 
•quation -du second degré, il y aura toujours deux droites 
qui résoudront le problême ; l'une viendra rencontrer la 
droite^qui joint les centres à une distance du premier 

^ et 1 autre a une distance = " 



La première de ces deux valeurs sera positive et 
plus grande que la distance des deux centres , si r est 
plus grand que / ; elle sera négative , si r est moindre 
que r^ ; ainsi , des deux tangentes cherchées , l'une ne ren- 
contrera la droite qui joint les centres , que sur son pro-f 
longemeat et toujours danfi le sens du plus petit cercle , 
de manière à toucher les deux circonférences d'un même 
côté. 

La seconde valeur — ^ ^ , sera toujours positive et 

moindre que a; ainsi, la seconde des deux tangentes cou- 
pera toujours l'axe des x entre 'les deux centres et de 
^manière à toucher les deux cercles^ l'un au-dessus , l'autre 
au-dessous de l'axe des x. 

Enfin ^ si r = r' ^ la première valeur devient infinie, et 
la seconde = - , c'est-à-dire , que si les deux cercles ont 
le même rayon , la première des deux tangentes est parât 
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lèleàla droite qui joint les centres et la seconde ditiserâ 
en deux parties égales la distance dé ces pointa. 

II sera facile maintenant de résoudre cette question : 
Deux cercles étant donnes de grandeur et de position , 
les couper par une droite de Manière que les parties in-^ 
terceptées soient égales à m, cette quantité m n'étant pas 
plus grande que le diamètte du phis petit cercle. 

Il est visible^ en effet, quHl suffira de mener dans 
chaque cercle une corde égale à Th. , de décrire deux cir- 
conférences concentriques aux premières , et ayant réci- 
proquement pour l'ayôn les distances des cercles à ces 
cordes y et de mener ensuite une taligenté comniune à 
ces deux circonférences ; éette tangente sera la ligne de-* 
mandée. > . , 

La propositioil précédente conduit encore à tihé dé^ 
monstration assez simple du théorème sttivant y et nous la 
rapporterons ici comme une nouteUe application de ce 
que nous ayons déjà yu. 

lyois cercles quelconques étant dontïés , si, en les 
considérant deux à deux, on leur mène des tangentes 
extérieures jusqu'à ce qu'elles se coupent, leà trois points 
d'intersection que Pon obtiendra dé cette Thctnïèrê seront en 
ligne droite. 

Soient C tt C^ les deux premiers cercles ayaist res^ 
pectiyement pour équation 

et soit r^ le rayon d*un troisième cercle C ayant ^on centre 
quelque part en un point et , C et par conséquent pour 
équation 



il faut d*abord déterminer leb coordonnées des trois points 
en question. 

Or, la propOBitidtt précédente notis a déjà donné pour 
les cordonnées du point de rencontre des tangentes aux 
cercles C et C. 

Si Ton remarque ensuite que Tabscisse du point de ren- 
contre des tangentes aux cercles C et C" est précisément 
la même que si le cercle C" avait son centre sur Taxe des, x 
et à une distance a de l'origine , et que l'ordonnée , en 
tant que ce point se trouve aussi sur la droite qui joint 

fe» centres, est fournie par Yécpaidàrïyr^-x^ oiia«ra pouf 

les coordonnées du second point de rencontre , 

ur €r 

x:=z 



r^f \J— r^r^ 

Enfin , pour trouver les coordonnées du point d'intersec- 
tion des tangentes aux cercles C et C ^ on c(»icevra qtife 
l'axe des y se mouvant parallèlement à lui-même , vienne 
à passer par le centrfe ûeC', C et C^ seront alors, Tun 
par rapport à l'autre , dans les eirconstances où O^ et 6?^ se 
trouvaient tout-à-l'heure , et d'après le modèle que l'on 
vient de trouver, on aura 



a/ = 



l'—f 'y~ r^— r* 



\r> 



pour les coordonnées de ce troisième points les abscisses 
a/ se mesurant à parlir du centre àe G \ il sera facile de 
les rapporter à la première origine , en observant que si 
Ton continue de désigner par x et « les abscisses qui 
partent de ce point ^ on a 
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tft Ton aura enfin pour les coordonnées du troisième point 
de rencontre 

êtr — car' C/ 

«=-j7ll7-> ^ — -7— p-- 

Cela posé^ si par le premier des trois points on fait 
passer une droite , son équation sera de la forme 



= ^(^~T^)' 



et si l'on détermine ensuite le coefficient ji par la con-> 
dition que cette droite passe successivement par le se- 
cond et le troisième points on trouvera dans Tun etTautre 
cas la même valeur 



ee qui démontre le théorème en question. 
Reprenons les deux équations 

et éliminons entr'elles les deux indéterminées x ety^ on 
aura 



a a -/ — aa 

pour les coordonnées de^ points d'intersection des deux 
cercles ; et comme l'abscisse x est la même pour les deux 
valeurs de^ ^ il est d'abord clair que ces points sont sur une 
corde perpendiculaire à Paxe des x, ou à la droite qui 
joint les centras \ de plus^ cette corde est divisée par Vaxe 

en 
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en deux parties égales , puisque les deux valeurs de y ne 

diffèrent que par le signe. 

On voit ensuite qne ces deux valeurs de y ne peuvent 

être réelles qu'autant que Ion a 

aar>a*4-r* — /' 
c'est-à-dire 

r -|- / > a et a + ^^ > ^; 

d'où il suit que les deux cercles ne peuvent se couper 
qu'autant que la somme de leurs rayons est plus grande 
que la distance des centres , et qu'em même temps le plus 
^and rayon est moindre que la somme du plus petit et 
de la distance des centres. 
Enfin , si 

f^ar:r:z(;^^i^ — r'* , 

ce qui donne 

a:=:^r '^-r' oua=:r— /^ 

ona jr=xoeta?=:r, 

c'est-à-dire , qu'il n'y a plus alors qu'un point de contact 
qui est placé sur l'axe des x. 

Si r^r^-==^a, c'est-à-dire, si la distance des centres 
est éf^ale à la somme des rayons, les deux cercles se tou-- 
cher ont extérieurement ; mais , si a = r — / , c'est-à-dire, 
si la distance des centres est égale à la différence des 
rayons , ils se toucheront intérieurement. 

Aux deux cercles qui ont pour rayon r et / , joignons 
celui qui a pour équation 

et remplaçons successivement x^ + j^ par la valeur de 
cette quantité prise dans chacune des équations 
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il viendra 

2*07+ 2^^ +r"* — ft*!— 1^ = aû^^ + ^'* — û* 

pour les équations des deux droites suivant lesquelles ce 
nouveau cercle coupe chacun des deux autres. 

Cela posé , si Ton se transporte au point d*intersection de 
ces deux droites , ces deux équations auront le même pre- 
mier membre «t Tabsciise du point cherché sera donnée 
par Téquatioa J 

qui , comme on Ta vu plus haut , est aussi celle de la 
droite qui joint les points d'inteïsection du premier et du 
second cercle. 

Il suit de là que le point d'intersection des deux 
dernières droites se trouve à l'intersection de chacune 
d «lies avec la première , et que par conséquent, 

7>pw circonférences étant tracées dans un même plan , 
si l'on suppose que les deux\ premières se coupent aux 
deux points a et a! , . que la première coupe la troisième 
aux points b et W et qu'enfin la^seconde coupe la troisième 
aux points c et c' ; les droites aa', bb', ce' se couperont 
toutes trois au même point. 

D'où il suit réciproquement que , 

Si deux circonférences tracées dans Un même plan se 
coupent aux points sl, a! , et qu* ayant mené la droite ^a! , 
on mène par un point pris à volonté sur cette droite 
deux cordes, tune bb' dans îapremiète circonférence^ 
Vautre cd dans la seconde , les quatre extrétjfiités b , b', c , c', 
de ces deux cordes se trousseront nécessairement toutes dans 
une même circonférence. 
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Concevons que les deux cercles qui ont pour équation , 

soient disposés de manière à se couper^ et proposons-nous 
de mener une droite par un des points d'intersection , de 
manière que des parties égales de cette droite soient inter-^ 
ceptées dans chaque circonférence. 

On reprendra , poufy parvenir , la quantité 
a |/y^(i4,^») — (C — ^g)» 

qui ^ comme on Ta vu page Zj , est l'expression d*une 
corde menée par un point quelconque «t» C^ dans la circon- 
férence qui a pour rayon r et en y changeant « en «— -a^ 
et r enr^,* on aura: 

pour la partie de la même corde interceptée par la circon-< 
ftérence dont le rayon est / : et et C dans ces deux quan* 
tités y devant représenter les coordonnées d*un des points 
d'intersection des deux cercles , sont les valeurs générales 
trouvées précédemment pour x ety\Ay ou la tangente de 
l'angle que la droite doit faire avec l'axe des x y est l'in- 
oonnue qu'il s'agit (îe déterminer^ et sa valeur résultera 
de l'équation que fournira l'égalité des deux cordes, 
c'est-à-dire y de l'équation 
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OU 

(r» — r'* + a* — 2a«)>^»+aaC^ + r* — r'» = o. 

Or, à cause de > = X . , . on a 

|A — r'*+a* — aax=:o et r* — r'^szs — a«+aa<t; 

ainsi le terme multiplié par A*^ disparaîtra , et Téquatioa 
deviendra 

a CA — • a -f- a« = o , 

c'est-à-dire que des deux valeurs de A , l'une sera infinie ^ 

et 1 autre égale a —- ; ou, en d autres termes , des deux 

lignes qui, menées par le point donné, pourront satisfaire 
à l'énoncé du problême , l'une sera perpendiculaire à l'axe 
def a: , ce sera la droite même qui joint les deux points 
d'intersection , et l'autre fera avec le même axe un angle 
qui aura pour tangente , 

On pourrait, substituant cette valeur de A dans rex*- 
pression 

s i/r*(i +^*)-- (C— ^tf)» 

trouver la grandeur de la corde et construire la seconde 
droite en portant cette corde dans l'un ou l'autre des deux 
cercles et à partir du point d*iiitersection ; mais on y par« 
viendra plus facilement en remarquant que la dernière éga*. 

lité donne ** pouj: la valeur de 9^'^AC',car, cette quantité 
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ttant précisément la valeur de x quî^ dans l'équation 

y — ^^A^x-^tt) 

répond à^ = o, ou Fabscisse du point où la perpendicu- 
laire élevée par le point donné sur la droite cherchée peut 
rencontrer Taxe des x , il suffira évidemment de mener une 
droite par le milieu de la distance des deux cercles et 
par le point d'intersection proposé ; la perpendiculaire 
élevée par le mêm« point ^ sur cette droite ^ sera la ligne 
demandée. 

Nous terminerons cet exposé des principales propriétés 
du cercle , en faisant voir comment on peut se servir de 
cette courbe pour représenter en lignes les racines de Té- 
quation du second degré. 

Soit d'abord l'équation 

oc^ — px ^q szo'y 

puisqu'on en tire 

q:=zpx — a:*, 

il est visible que les valeurs de x sont les abscisses de 
deux points d'une circonférence de cercle décrite d'un 

rayon = - , pour chacun desquels l'ordonnée est }/q. On 

décrira donc (^g*. i4) un cercle avec un rayon AC=: £ ^ 

et ayant mené un diamètre quelconque DE , on élèvera 
à l'extrémité D une perpendiculaire DF = y^q ; par 1© 
point F, on mènera FM^ parallèle à DE, et en abais^ 
sant des deux points M et M^, où cette droite rencontrera 
la circonférence , les ordonnées MP et M' P' qui seront 
toutes deux légales k \/q\ les racines de l'équation pro- 
posée serout représentées par les abscisses correspondante* 

DP et DP', 

3 
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Si </ = Ç-, la parallèle FM* ne fera que toucher la cîr- 
4 
conférence du cercle , et les deux racines seront représentées 

par le rayon ; mais si q est plus grand que ^%\à, ligne FM\ 

4 
ne rencontrera pas le cercle , et Ton sait en effet que , 

dans ce cas , Téquation a:* — px -(- ^ = o a sea deux ra- 
cines imaginaires. . 

Les racines de Féquation x*-j-pa:-|-(/ = o^ne différant 
que par le signe de celles de Téquation précédente ^ s!oI>- 
tiendront par la même construction. 

Quant à Féquation ac^ + px *— 17 = o , qui donne 

^ + P • Vq *•• Vq l^, 

il faudra , pour trouver en lignes, la valeur de Tinconnue y 
mener à un cercle^ dont le rayon ne soit pas moindre 

que - , une tangente = |/fl , par l'extrémité de cette tan- 
gente mener une sécante telle que sa partie interceptée 
dans le cercle soit égale à /? , et la partie extérieure de 
cette sécante sera la valeur de x. 

On sait mener une droite par un point donné de manière 
que sa partie comprise dans un cercle de rayon connu 
soit d'une grandeur donnée; ainsi la solution que nous ve- 
nons d'indiquer pourra s'exécuter facilement; mais, il sera 
plus simple encore de décrire le cercle avec un rayon 

c= - , parce que la sécante devant alors passer parle centre, 

on l'obtiendra immédiatement. 

Cette construction n'étant/sujette à aucune exception, H 
sera toujours possible d'avoir les valeurs de x, et l'on sait, 
en effet, que l'équation x* +px — </ = o a toujours ses 
racines réelles, quelque soit le rapport de grandeur.de» 
quantités p et qf^ 
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11 resterai à considérer Féquation x*— p a: — ç = o ; 
mais comme ses racines ne diffèrent que par le signe de 
celles de l'équation précédente y on les trouvera parle même 
procédé. 

Descartes , dans la Géométrie duquel on trouve pour la 
première fois cette solution grap^ûque des équations du se- 
cond degré y rapporte ensuite le problème suivant : 

Etant donnés le carré AQ/P'M. , et la droite AE (£g. i5), 
trouver le point C du côté Q M , *c/ qu'en tirant AC qui ren- 
contrera PM enB, on ait BC=: A E. 

Nous allons résoudre ce problême à l'aide des considéra- 
tions que nous avons précédemment établies^ et pour y 
parvenir de la manière la plus simple^ nous supposerons 
que AP et AQ prolongés , soient les deux axes des x et des 
y y que x soit l'abscisse inconnue du point C , et que l'or- 
donnée du même point , connue et égale au côté P M du. 
carré donné, soit représentée par y. 

Cela posé, l'équation de la droite A C serajr=: ^a:,et 



X 



en y changeant x en y , elle donnera -^ pourVordonnée PB 

du point B, 

L'expression de la distance B C sera donc 

l/(x'-y)-+(y-^); 

et en Tégalant kAE-=:my développant et faisant disparaître 
les dénominateurs, on aura, pour déterminer l'inconnue x' , 
l'équation du quatrième degré 

Si à chaque membre de cette équation on ajoute x'^y*. 
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le premier membre deviendra mi carré parfait y et en ex-- 
trayant la racine de part et d'autre et transposant^ on aura 

c*98t-à*4lire > que Téquation du quatrième degré trouvée plus 
haut 4 se décomposera en ces deux antres du second : 

x'*-f.y«+x' ( v/m»-f-y»— y)=o. 

Sans aller plus loin, il est clair, d après la forme de ces 
équations , que le point x' y y sera placé sur Tim ou Tautre 
des deux cercles auxquels elles appartiennent : ces deux 
cercles auront leur centre sur l'axe desx, et pour tangente 
commune Taxe des y : le premier , placé à droite de cet axç , 

aura pour diamètre V^m*+y*4-y> et le second, placé à 

gauche du même axe , aura pour diamètre V^m* +y'^'^y' - 

La solution graphique du problême, ou la détermination 
du point C y et de ceux qui, comme lui , peuvent satisfaire 
à la question, s'exécutera, par conséquent, en portant à 
droite et à gauche du point P des parties P D , PD' égales 

à V^7n*+y*, ce qui fournira deux distances, l'une 

AD— \/mF+y^ +y , et l'autre ^Z>'= \/m^+y'''^y\ 
décrivant' sur ces distances comme diamètres des circonfé- 
rences de cercle ,. et prolongeant le côté Ç M du carré 
donné jusqu'à la rencontre de ces circonférences ; les quatre 
points C , C^, 0\ CT, que l'on trouvera par ce moyen , se- 
ront situés convenablement, c'est-à-dire que les quatre dis- 
tances B C, B'C, B"C[, B^Cr seront égales entr'elles , et 
à la distance A E. 

Il est à remarquer que les deux dernières solutions ne 
pourront s'obtenir qu'autant que le rayon 
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a a 

du cercle qui les fournit sera plus grand que le côté AÇk=y' 
du carré donné, c^est-à-dire, qu'autant que Ton aura m*>8y', 
et qu'elles se réduiront à une seule , quand ces deux quanti- 
tés seront égales. Ainsi , suivant les données du problème , 
deux y trois ou quatre points pourront satisfaire aux condi- 
tions qu'il renferme. 



z- 
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CHAPITRE III. 

Des Courbes du second degré. 

u' ÉQUATION du cercle n*est qu'un cas particulier 
de 1 équation générale du second degré à deux indéter- 
minées y 

Ay* +Bxy + Cx* + Dy+Ex+ F=z o. (i) 

Elle répond au cas où le coeiEcient B étant nul dans cette 
équation , les coei&ciens A et C sont égaux -, mais pour 
toutes les autres valeurs de ces quantités , on a des courbes 
dont la nature et les affections s'écartent plus ou moins de 
la nature et des aiTections du cercle : c'est de la détermi-- 
nation de ces courbes et de la recherche de leurs princi- 
pales propriétés que nous allons nous occuper maintenant. 

Il est d'abord facile de sentir que l'équation (i) peut 
n'être pas ici sous sa forme la plus simple , qu'il peut exister 
tel système d'axes par rapport auxquels elle se présentera 
sous une forme moins compliquée ; il importe donc de dé- 
terminer y en premier lieu , des formules à, l'aide desquelles 
on puisse passer d'un système de coordonnées à un autre. 

Ces formules doivent être telles^ que substituées dans 
l'équation d'une ligne , elles n'en changent pas le degré l 
ainsi elles ne peuvent admettre ni les puissances des nou- 
velles coordonnées autres que la première , ni les produits 
de ces coordonnées , c'est-à-dire , qu'elles ne peuvent être 
que de cette- forme : 

X ety étant les coordonnées primitives^ u et ^ les coordom- 
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nées nouvelles, etm, n, p, q, aetb des constantes qui dé- 
terminent la position des nouveaux axes par rapport aux 
premiers : cherchons à définir ces constantes. 

Nous supposerons les axes primitifs AX, AYy\Jig. \G ) 
perpendiculaires entr*eux, et qu*il s'agit d'exprimer les 
coordonnées AP'=-Xy P M^=iy relatives aux axes AX et 
A Y par deux autres coordonnées A Q^zzu, QM=:t, 
rapportées aux axes AU y AT dont on connaît la position 
à regard des premiers parles angles UAX=qy TAX=p, 
que chacun de ces nouveaux axes fait avec Taxe primitif 
des X. 

Ayant mené QR parallèle à AX, etQS parallèle à AV, 
on aura 

AP=:AS+QR, PM=QS + MR; 

mais les triangles rectangles^ Q 5, QMR donneront 

1 : sin 9 : ços g :: u : qs : as 
1 : sin p : cos p :: t : mr : QR, 

et par conséquent 

Ç 5 = u sin ^ / 

ASz=zucosq 

MR = ( sin p 

Ç/{r=(cosp, 
ainsi Ton aura 

x=ucos(/-f-*cosp, j^=Msin<j + fsinp. 

Telles sont les valeurs que prennent les coordonnées x 
et y, faisant entr'elles un angle droit, lorsqu'on les ex- 
prime par d'autres coordonnées mesurées sur des axes qui 
ont la même origine , mais d'ailleurs situés comme oa 
Youdra.- 
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Si l'on eût changé à-la-fois l'origine et la direction det 
axes , Yx et Vy de cha^e point se trouveraient augmentés 
de quantités constantes aetb; de sorte qu'on a plus géné-<^ 
ralement : 

X = M cos q -\^ t cos p + û 
j^ =f u sin <jf -f- ( sin p -f- & , 

où a et 6 sont , par rapport aux axes primitifs ^ les coor- 
données de la nouvelle origine. 
Si les axes des u et des t sont à angle droite on a 

d'où sin p = cos g, cos p =— sin ^ , 

et les formules trouvées plus haut deviennent : 

X = u cos q — t sin q ^ 
y = u sin ç + i cos q , 

ou en général 

x = u cos <y — < sin 9 + a , 

^ = u sin ^ + ^ cos qf -f- 6. 

m 

Si l'on veut renverser la question , et exprimer les coor- 
données obliques u et ^ au moyen des coordonnées rectan- 
gulaires a: et ^ , on multipliera la valeur de x par sin q , 
celle de y par cos qf ^ et en retranchant la première de la 
seconde , on aura 

t sin Cp'-^q') =j^cos7— xsinç; 

on multipliera ensuite l'expression de x par sin p ^ celle dey 
par cos p, et en retranchant la seconde ^e la première , 
on aura 

w sin (p — <7)=xsînp — j^cosp. 

Si l'on avait en même temps changé l'origine , on aurait 
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tsin (/> — q)z=(^y + b)cosq — (x-f a) sinq, 

usm(p — (/) = (j:4-«)8inp — (^^-i) coap. 

Enfin , si au lieu des coordonnées rectilignes u et t , on- 
voulait introduire la ligne j4 M que Ton nomme rayon 
vecteur, et l'angle qu'elle fait ^ pour chaque point , avec 
Taxe des x , on aurait^ en nommant r le rayon vecteur jiM^ 
€t çlanglc PAM, 

1 : sinç ! co8(p :: r:j^: X, 

et pour les coordonnées rectangulaires x et^ , 

jf=rsin^, x=:r cos ç. 

En substituant ces valeurs dans use équation entre x et v» 
on obtiendra la relation entre les coordonnées polaires r 
et ^, et réciproquement étant donnée une équation entre 
r et ç, on passera à une équation entre x et j^, en mettant 

V y XX 

pouriinfi.-^ou— -r===', etpourcos®. -ou — ' ■ ■ 

Faisons maintenant usage de ces formules pour réduire à 
ies formes les plus simples l'équation 

Af+Bxy+Ca^"{-Dy^Ex + F:=zo (1), 

et proposons-nous d'abonl de trouver les conditions qui 
doivent être satisfaites pour que le rectangle des coordon- 
nées disparaisse. 

Pour y parvenir , on mettra au lieu de x et de jr , leurs 
valeurs en u et ^ trouvées précédemment , ce qui donnera 
pour le coefficient de ut dans la transformée 

s^ A ànp^mq '^-ï^C cosp cos q'\-B sm{^P'\'q) (M), 

et il faudra ippxxr que le terme affecté de ut puisse dispa- 
raître^, que l'équation 

soit toujours possible. 
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Or si l'on divise tout par cosp cosq (*) ^ on a ^ 
3y^tangptang(/ + 2C+-5(tangp + tangg) = o («t), 

équation qui n'étant que du 'premier degré par rapport à * 
chacune des indéterminées tang p et tang q , donnera pour 
chacune d'elles une râleur réelle , dès qu'on en aura at- * 
tnbué une semblable à l'autre. 

Il suit de là qu'il est toujours possible de prendre les 
angles p et </ de manière que le terme affecté de ut manque 
dans l'équation des courbes du second degré ; et comme 
nous venons de voir que quelle que soit la valeur réelle 
attribuée à l'une de ces indéterminées^ à p par exemple > 
celle de q était toujours assignable , il s'ensuit qu'il existe une 
infinité d'axes par rapport auxquels l'équation des courbes 
du second degré sera dépourvue du rectangle des coor- 
données. 

Pour voir si parmi ces diiFérens systèmes^ il en est où > 
les axes soient à angle droit , posons 

p — 9=ioo*, 
on aura tangpsa — cot^, 

et en substituamt cette valeur dans l'équation («) , elle 
deviendra 

siC—!^AtBSigqcotq +j9(tangf — cot9)=: o, 
ou 



(*)>0n transfonne ici les siniif et les cosinus en ungentes, parce que 
ces lignes n'étant comprises qu'*entre les limites -4- oo et *— oo y il est 
toujours possible d'assigner la Yaleur d'un angle d'après celle de sa 
tangente, tandis qn^on ne pem pas toujonis le faire d'après celles de 
«on cosini» et de son sinus , qui ne varient qu'entre les limites + 1 e^ 
— I. 
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tangq* + a-— — tang^— 1=0 (C). ' 

Cette équation de degré pair , ayant son dernier terme 
négatif^ aura toujours ses deux racines réelles^ et par con- 
séquent il est toujours possible de faire disparaître le rec- 
tangle des coordonnées de F équation générale , en rappor- 
tant à des axes rectangulaires les courbes qu'elle représente. 

Mais comme T équation (C) qui donne ici la valeur de 
tang q est du second degré , il semblerait qu'il existe deux 
systèmes d'axes rectangulaires pour chacun desquels cette 
circonstance a lieu. On se convaincra qu'il n'en existe 
qu'un seul, en observant que la condition p — q = loo* 
donne non - seulement tangp = — > cotq , mais encore 
tang ^ = — cot p; car en substituant dans l'équation (^t) cette 
valeur de tang(/, on a une équation semblable à celle 
qu'on aurait trouvée , ^i on eût mis tangp pour tang</ 
dans l'équation (C) ; d'où il suit que tangp et tang çsont 
les racines de cette équation. ^ 

Il est donc démontré que l'équation générale des courbes 
du second degré peut, sans rien perdre de sa généralité , 
être réduite à cette forme : 

€zx* -j- Jj'*-|-«a:-f-dj^ -|- e = o (2). 

Maintenant si Ton prend deux axes parallèles à ceux aux- 
quels se rapporte cette équation , c'est-à-dire , si l'on met 
au lieu de a: , a: + «e , et au Heu de j^, y + C , on intro- 
duira deux nouveUes indéterminées ce et C, à l'aide desquelles 
on pourra encore faire disparaître deux termes , et comme 
ces deux termes ne peuvent être les deux carrés , puisque 
les indéterminées n'entreront pas dans leurs coefficiens , il 
ne reste à distinguer que parmi les trois derniers termes 
le» deux que cette transformation peut faire évanouir. 
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Supposons d*abord que ces termes soient ceux qui con- 
tiennent les premières puissances des variables , Téquatioa 
prendra cette forme , 

où E désigne ce qu'est devenu e par la transformation , et 
sera telle qu en y faisant nulle lune des coordonnées on 
trouvera pour l'autre deux valeurs qui ne différeront que 
par le signe ; en sorte que les deux axes jouiront de cette 
propriété que leurs parties comprises dans la courbe se 
coupent mutueUement en deux parties égales. 

De plus^ comme des deux axes que Ton considère ici , 
Tun est absolument arbitraire^ puisque le passage de l'équa- 
tion générale à l'équation dépourvue du rectangle des co- 
ordonnées^ n'a déterminé que l'un des angles p et q , et 
que la dernière transformation ne ctiange que l'origine sans 
changer la direction des axes , il est clair que la propriété 
qu'on vient de remarquer s'étend à toutes les droites menées 
par la nouvelle origine , et que par conséquent l'équation 

ax*+by 4- JE=o, 

suppose qu'il existe , dans le plan de la courbe , un point 
tel que toutes les cordes qui y passent s'y trouvent divi- 
sées en deux parties égales. Cette équation ne peut donc 
appartenir à toutes les courbes du second degré à-lar-fois^ 
mais seulement à celles pour lesquelles cette circonstance 
a lieu. 

On a donné le nom de centre au point en question , et aux 
axes auxquels se rapporte l'équation 

le nom de diamètres conjugues. Il est facile de voir que le 
centre est un point unique pour les courbes du second 
degré qui en sont pourvues. Soient en effet y et tT les 

coordonnées 
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coordonnées d'un autre centre, 8*il peut en exister, et 
transportons-y l'origine des coordonnées. L*équation 

deviendra 

et il faudra, pour que la nouvelle origûae soit un centre , 
que les deux valeurs de x qui répondront à ^ = o, soient 
données par une équation de la forme x* — ^* = o , ce qui 
ne peut avoir lieu qu'autant que Ton aura y = o. On dé- 
montrera de même qu'on doit avoir aussi ir=o, et par 
conséquent, que la nouvelle origine , pour être un centre , 
ne doit pas différer de la première. 

Nous avons déjà donné à l'équation générale la forme 
qu'elle doit affecter pour construire les courbes du second 
degré qui ont un centre ; mais pour pouvoir les com^ 
prendre toutes dans une même équation , on fera dispa- 
raître le terme constant et Tun des deux autres termes , 
et l'équation (a) ramenée ainsi à la forme 

ûx* +• 6y* + Cr = o, 

se trouvera rapportée à deux axes qui se couperont en un 
point de' la courbe ; l'un , celui des x, passera par le centre 
et divisera en deux parties égales les ordonnées parallèles à 
l'autre ; celui-ci sera tangent à la courbe au point où 
elle sera rencontrée par le premier. 

Pour connaître dans quel cas cette dernière équation 
se rapporte aux courbes dépourvues de centre , on remar- 

C 

quera que x =zz étant la transformation propre à 

r c 
faire disparaître le second tenn« par rapport à x, — 

est l'abicisse du centre , puisque c*e$t la quantité dont Taxf 

E 
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des^ doit se mouvoir parallèlement à lui-même pour pas- 
ser par ce point. Or , lorsque la courbe n*a pas de centre > 

ou 3 ce quireyieHt au même^ lorsque ce point est situé à 
une distance infinie de Torigine des coordonnées, son 
abscisse est infinie : on a donc dans ce cas particulier a=o> 
c*e8t-^-dire , que 1* équation 

ne convient aux courbes du second degré qui n^ont pas 
de centre y qu'autant qu'elle manque du terme affecté du 
carré de la variable dont elle contient la première puissance ; 
réquation de ces dernières est donc 

6y* + Cx = o. 

Si Ton remarque maintenant que Ton a pu. passer de 
réquation gé^érale à T équation dépourvue du rectangle 
des coordonnées d'une infinité de manières différentes, et 
que^ quel que soit le système d'axes qui ait conduit à 
cette dernière^ on peut toujours en tirer deux- autres de 
cette forme ^ 

pour les courbes qui ont un centre , 

iVy» + Jf>x = o, 

pour celles qui n'en ont. pas ; il sera facile d'en conclure 
d'abord, que pour toutes les courbes du second degré qui 
sont- douées de centre, -il existe une infinité de diamètres 
conjugués , dont deux seulement sont à angle droit ^ et pour 
chacun desquels l'équation est de la forme 

' et en second lieu/ que pour les courbes du second degrà 
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dépourvues de.centre, il n'existe, dans une infinitéde sys- 
tèmes daxes dont l'un est un diamètre et Tautre une 
tangente au sommet de ce diamètre , qu'un seul système 
où les coordonnées 'soient rectangulaires, mais que pour 
tous les systèmes , Téqu^tion est de la forme 

.Ainsi les courbes du second degré se divisent naturel- 
lement en deux, genres : le premier comprend celles de ces 
courbes qui ont un centre, le second se forme de. celles 
qui en sont dépourvues ; . nou5 allons suiyre dans leur examen 
Tordre que présente cette division,. e» commençant par 
, discuter, les courbes qui sont douées d'un centre. 

Des Courbes du second degré qui ont un 

centre. 

L'équation de ces courbes est 

et comme elle ne peut rien exprimer, si les trois coeffi- 
ciens restent positifs, il faut nécessairement y changer 
quelques signes. On supposera donc que les deux carrés 
étant positifs, le terme constant est négatif , ou que Tua 
des dpux carrés et le terme constant sont à-la-fois né- 
gatifs- et comme ces trois combinaisons épuisent toute^ 
les transformations différentes que l'on peut faire il n'y 
aura daps ce premier ge|ire que les trois variétés représentées 
par les équations 

Tiy*— TOar»=p. 
Nous allons les considérer successivement , en supposant 
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« 

4*abord qu'elles se rapportent au système d*axes dans le^ 
quel les coordonnées sont rectangulai]:^es. 

De rmi/pse. 

La première de ces équations se rapporte à une courbe fer- 
mée à laquelle on a donné le nom d^ ellipse. Il est d'abord 
facile de se convaincre que cette courbe ne s'étend pas à 
rînfini; car y pour que cette circonstance eût lieu, il faudrait 
qu'en substituaQt aux coordonnées rectangulaires a? et ^ 
les coordonnées polaires r et ^, la supposition du rayon 
vecteur infini donnât une valeur réelle pour l'angle ç 
qu'il fait alors avec l'axe des x. Or^ en mettant au lieu 
de X et de y^ r cos ^ et r sin ^^ on trouve 

m cos ç* -(• '^ ^i^ ^* = "5" # 

et lorsque r^eo ^ 

m cos ç* -|- n sin ç* = G ; 

équation qui donne toujours pour 9 une valeur imagi- 
naire. 

Si mamtenaut, pour déterminer les ppints où la courbe 
vient rencontrer chacun des axes , on fait successivement 
a: et^ égaux à zéro, on trouva pour les valeurs corre»* 
pondantes de^ et de x, 

Ainsi on aura déjà quatre points de la courbe y en por- 
tant sur l'axe des^, et à partir du centre la quantité 

~> tant en dessus qu'en dessous de l'axe des x\ et 



v" 
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lur ce dernier^ et de chaque c6té du centre la quantité 
1/^ — . En résolvant ensuite Téquation 

par rapport à y^ il vient 



^ I I I » J l * M fc 



Or^ si Ton remarque que ces valeurs de l'ordonnée ne peuvent 
être réelles que pour les valeurs de x qui sont plus petites que 

±:l/^ -^, qufe de plus elles crolsséîit succesiîvement 

depuis o jusqu'à "d^ ^/^ pendant que x passe par 

toutes les valeurs comprises entre -f- 1/*^ — et o , pour 
dScroitre ensuite et dt la même manière ^ pendant que x 

augmente depuis o jusqu'à — 1/^ —^ on verra facile- 
ment que la coutbe est entièrement comprise dans le rec- 
tangle ABCD {Jig. 17 ) , les points A et B étant ceux 

pour lesquels x i:: l/^ > et 1^ points C et D cetufc 

pour lesquels j^ t=: \/^ £ ; en sorte <}u'elle affecte la 
forme que représenté cette figure. 

Les quantités V/^ J— , Lr - «ont ce que l'on 

nomme les demi-axés de Tellipse : en désignant la première 
pat o et la seconde par b^on aura 

3 
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P P 

et en mettant ces valeurs dans l'équation 

elle prendra cette forme symétrique. 

Si au lieu de placer au centre Torigine des coordonnée»; 
on voulait la placer à l'un des points où le grand axe vient 
rencontrer la courbe , il faudrait faire mouvoir Taxe des j^ 
parallèlement à lui-même de la quantité a, ou^ ce qui est 
la même chose , mettre x — a ou a •— x au lieu de x. Ou- 
trouve alors pour l'équation de l'ellipse 

et sous Tune ou l'autre de ces formes, 

a^y* -f.ft*x» — aa6*a?t=o, ou j^ = — (aox — a;*); 

il est facile de reconnaître que dans f ellipse tes carrés 
des ordannées sont entr'eux cornnie les rectangles des 
abscisses correspondantes. 

Si l'on compare à l'équation a:* + J'* = a* de la circon- 
férence de cercle l'équation à*y* -f- i*^:* = a*i* que ^ous 
venons de trouver pour l'ellipse, il est facile de voir qu'elle» 
rentrent l'une dans l'autre lorsque a=;6, et que, lors 
même que cette circonstance n'a pas lieu, elles conservent 
une grande analogie \ il est donc naturel de chercher si les 
propriétés connues de la circonférence de cercle OAt encQjrt 
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lieu.pour Tellipse , ou comment elles se modiEent en passant 
de l'une à Fautre courbe. 

Or la. propriété principale du cercle, celle qui com- 
prend toutes les autres,^ c'est que la distance du centre 
à un point quelconque de la circonférence est i:^ne quantité 
constante, ou ^ en d'autres termes, peut s'exprimer ration- 
nellement au moyen de l'abscisse de ce point ; cherchons , 
d'après ,cela , s'il se trouve dans le plan de l'ellipse quelques 
points qui jouissent d'une propriété semblable. 

Soient donc c et d les coordonnées d'un tel point et z sa 
distance à un point quelconque de là courbe dont les coor-« 
données sont xetjy on aura 

ou , en substituant à j^ sa valeur prise dans l'équdfion de 
la courbe, 

z=z\/\c—xy + (d'---^ y'a^-^x^y. 

Or il est clair qu'une telle expression ne peut être ra^^ 
tionnelleen x, qu'autant qu'on aura d'abord 

et ensuite 

b* 
c* — flcx + ^+T (^ — ^ ) y 

égal à un carré parfait ,_ ce qui, exige que l'on ait^ 

cr = r— 

ovt o=sa* — ft*— *c*; 

et par çon&équent ] 
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Il 9tiit dé là que ëi a eÈt plud grand qtte 6 , c'est-ànlirê ; 
si Tellipse est alongée dans le sens des x , i\y aura, «nr le 

grand axé et à tine distance du centre =: Ka*^-^i*, 
deux points têts que nous les chéi-chôns, et qu'on les conâ-- 
thiira facilement en coupant l'acte des x^ par un arc de 
cerclé décrit du sommet du petit a^te conittie centré et avec 
Un rayon égal à la moitié du grand. 

Si Ton substitue successivement dans Texpression de z ^ 
chacune des valeurs trouvées pour c , on aura , en nom-* 
mant z^ et z^ les valeurs correspondantes dez^ 






\ 



z =a 




et dans le cas où ces deux lignes seraient menées à tm 
même {)ôint de la courbe , à: étant égal de part et d*autre^ 
on trouvera, en les ajoutant j, 



c'est-à-dire que la somme dfis lignes if et t? qu*ofi nùW/M' 
rayons vecteurs ^ menées des points Jixes que nous venons 
de déterminer sur le grand axe , et qu*on appelle foyers , 
à un point quelconque de la courbe ^^ est toujours égale 
au grand axe. 

Il sera facile à l'aidé de cette propriété ^ de décrite rèl-- 
lipse par point» en cettd manière : de l'un des foyers, et 
avec une distahce plus petite que le grand axe , ayant 
décrit un arc , on le coupera par un second arc décrit 
de l'autre foyer et avec un rayon égal à la portion res- 
tante du grand axe ;. tous les points d'intersection ôblénuà 
de cette manière apptttiendtônt à Téllipse. 
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On peut encore la décrire par le mouvement continu 
d*un piquet qui tend tm cordeau égal au grand axe , et dont 
les extrémités sont fixées aux foyers , puisque de cette ma*-* 
nière^ la somme des deux distances du piquet aux deux 
foyers est par->tout égale au grand axe ; mais il sera 
très-commode dans la pratique d'employer le procédé sui- 
vant : 

Soient A B et CD {fig. 18), les deux axes dé rdlipée 
que l'ôh vent construire, et A G leur demi-différence; on 
rapportera sur un papier les trois points A , O et O ^ eten 
les disposant de manière que les points A etO s'appliquent 
sur les côtés de Tun déB quatre angles droits formés autour 
du centre , on marquera chacune des positions du point O , 
qui seront autant de points de Telllpàe cherchée. 

Ainsi, ayant placé , par exemple , les points ^ et G dans 
les positions E et F ^ et les faisant mouvoir ensuite de ma- 
nière qu'ils s'appliquent constamment sur les côtés OD et 
OB de Fangle BOD, on éônstruira tous les points 3f du 
quart d'ellipse CMB\ et en répétant la même chose pour 
les trois autres angles, on décrira successivement chacun 
aes trois autres qiiftrts. 

n est facile de se coxitâinef è ^ë lés points aiiisî ttoUVês, 
appartieiineiit à l'ellipse dont A B et CD sotit les axtt. £a 
effet ^ on a dans le triante rectangle FPM y 



PM ^FM -^ FF , 

ou , en désignant par x et y les coordonnées OP et PM 
et par aetb les demi-axes , 

Or les triangles semblables OFE, FPM, donnent 

OF: FE :: fp : fm, 
•u OF:a— ft::x— OjP^î*, ' 



'■^ 
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d\)ù Ion tire OF = 1211*2 ^ . 

on aura donc^ 

pour réquatîon qui lie les coordonnées x et^ de chaque, 
point ilf obtenu par ce procédé^ et c'est aussi, comme on 
mnt de le voir ^ celle qui a lieu entre les coordonnées d'un, 
point quelconque de l'elUpse construite surles axes a a et a b^ 
Pour, trouver l'ordonnée qui répond au foyer , on fera 

dans l'équation de la courbe 

ce qui donnera 

_*! 

Ainsi cette ordonnée est une troisième proportionnelle an 

grand axe et au petit axe. Le double de cette ordonnée 

ai* 

est ce- qu'on nomme le paramètre ; ei^ le désignant^ 

par p, on aura 

•p &• 

et en substituant cette valeur dans l'équatios 

i* 

il vient y = ^(û*-x»), 

c'est l'équation au paramètre. 
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Enfin , comme nous venons de voir que le rayon vecteur 
peut toujours être exprimé rationnellement en x , on peut 
se proposer de substituer aux coordonnées rectangulaires x 
ety le rayon vecteur et Tangle qu*il fait pour chaque point 
de la courbe avec le grand axe. C'est ce qui va nous con- 
duire à Y équation polaire de l'ellipse. 

Pour l'obtenir, nous remarquerons qu'en continuant de 
désigner par a: et ^ les coordonnées d'un point quelconque 
de la courbe , par z le rayon vecteur , par ^ l'angle qu'il 
fait dans cBacune de ces positions avec l'axe des x^ et par 
c l'abscisse du foyer , on a 

1 : sin^ : cosç :: zly\ x-f-c, 

et par conséquent 

j^ = asin(p,, 
j: = acos^— c; 

«n substituant ces valeurs dans l'équation de l'ellipse 

oïl trouve 

a*«» sin ^* + 4*4* cos^* — a J*c z co^ç + i*c*= a* i*, 
ou , en mettant pour sin ^* sa valeur 1 — * cos ç* ^ 

û* 2;* — (a* — i*) z* cos ^* — ai* c» cos ç = i* (a*— c*) , 
ou enfin à cause de af — 4* =c* , 

a^z^'-^c^z^ cos^* — 2r4*czco8^»=i^; 
on tire de cette dernière équation 

a* z* = (4* + ca cos ^ )*, 
et par conséquent^ pour l'équation cherchée ^ 
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ou arc 



did*— ccod^' 



Cette équation foimûra pour chaque valeur de f deux va- 
leurs de z inégales et de signe contraire : par exemple, si 
f = o^ il vient 

tt 



= , -— — ^ ' \ ■ ■ ; / ae — (a-c). 



valeurs qui répondent aux deux points où là courbe vient 
rencontrer Taxe des x. 

Nous venons de trouver les propriétés de Tellipse par 
rapport à ses axes principaux , proposons^nous maintenant 
d'exprimer, au moyen de ces axes, deux diamètres con-« 
juguéf quelconques*. 

Pour y parvenir, on mettra au lieu de a: et dt j' dami 
Téquation : 

les valeurs 

u coa </ -f- 1 cos p , usiaq ^têiîLp, 

qui servent à passer d*un système de coordonnées ortlio-** 
gonales à un système de coordonnées obliques, et Ton en 
conclura dette transformée : 

a»sin 9* > u» + a* sin p» J t*+aû*8inp sin^ ) Ut =:.o* 6* 
+6*cosg* 3 -f- 6* cosp» $ -f-a6»cospcos9 S 

qui est Téquation de Vellipse par rapport à deux diamètres 
quelconques^ • ' ^ 



Xes diamètres seront conjugués, si Ton fait disparaître 
le terme affecté de u^; on posera donc, pour satisfaire i 
cette çoadition : 

€Z^ sinp sin ^ -|- i* cos p cos 9=0, ( A^) 

•t l'on aura pour l'équation d$ l'ellipse rapportée à deux 
diamètres conjugués quelconques 

£z* sin 9* ) u* 4- a* sin p* 1 t*=a*i»^ 
6* cos q* J ^- 6'çosp* y 

Pour connaître les grandjeurs des d^mi-diamètres conju- 
gués, on fera successivement uc7=o, et IssOj oe qui 
donnera, en les désignant paro^ elV, 



a* sin q* 4- 6* COS g* * ^ainp*-+-ô*cos/?*' 

et par conséquent : 

€i*sing*+ A*cosç* = -y3-, û*sm p* + 6* cos p* = -y;^; 

si l'on introduit ensuite ces valeurs dans la dernière équa^ 
tion, elle se changera en cette autre 

d^ i^ + y* u» Œ </» i'S 

et comme elle est précisément de même forme que celle 
qui est relative aux axes, il en résulte que la propriété 
trouvée précédemment peut maintenant être énoncée de 
cette manière plus générale : 

Quel que soit Vangh des coordonnées , les carrés des or^ 
données à ^ellipse sont proportionnels aux rectangles des 
usasses correspondantes. 

JLi'équation aux axes et l'équation aux diamètres con» 
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jugués rapprochées Tune de Tautre/nous conduiront faci- 
lemeat aux relations qui lient les .deux systèmes. 

En effets si^ dans la dernière^ on substitue aux coor- 
données u et t les valeurs 

X an p — y cos p y cos g — x sin g 
sin(p— 9) ' sin(p — ^) 

qui servent à revenir d'un système de coordonnées 
obliques à un système de coordonnées rectangulaires , la 
transformée sera Téquation de l'ellipse par rapport à 
deux 'diamètres rectangulaires quelconques et^ en faisant 
x^ul le coelficient de xy^ T équation résultante 

d'^cos^* \y + ^"^ ^^ 9* l ^=a'*y*sin(p— 9)* 
+ 6'*cosp* J + b'^ sin p» J 

sera relative à deux diamètres conjugués rectangulaires et 
devra par conséquent être identiquement la. même qn© 
r équation 

trouvée pour les axes. 

En vertu de cette identité, on pourra donc égaler de 
part et d*autre les c'oelficiens des termes semblables , ce 
qui donnera les trois équations 

. a* = a'* cos 9* -j- y* cos p» 
i* = û'* sin fl* + 6'* sin p* 
a6 = a'i' sin (p — q). 

Il suit d'abord de la troisième, que le parallélogramme 
construit sur deux diamètres conjugués quelconques, équi- 
i^aut au 'rectangle des axes , et par conséquent que Vaire 
d'un parallélogramme quelconque circonscrit à Vellipse est 
une quantitéconstante* 
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Si l'on ajoute ensuite les deux premières^ on arrivera à 
cette autre 

a* + i^ = a'» + y», 

de laquelle il résulte que la somme des carrés de deux 
diamètres conjugués est égale à celle des carrés des axes, 
et par conséquent que la sommée des carrés de deux dia-^ 
mètres conjugués quelconques est une quantité constante, 

II est facile de vérifier que la troisième des quatre, équa*- 
tioM que Ton vient de trouver est le produit des deux 
, premières /comme la quatrième est leur somme : deux 
seulement de ces quatre équations seront donc nécessaire^; 
et si , à cause de leur symétrie , on considère les deux 
dernières et qu'on leur joigne Véquation de condition (N), 
et les valeurs précédemment trouvées pour à!^ et 4'* , on 
aura^ dans les cinq équations, 

o^ sin p sin f -{- i* cos p cos qf = o {N) , 

a * = -rr-. r-r-TT , b'^ = 



a* sin (f + i* cos (/* ' a" sinp^ + fr* cosp* ' 

la solution de tous les problêmes qu'on peut se proposer 
8ur les axes et les diamètres conjugués. 

Par exemple , les deux premières serviront à faire con- 
naître les demi-axes a et by lorsqu'on ne connaîtra que 
deux demi-diamètres conjugués a' , V et l'angle p — q que 
forment leurs directions ; pour y parvenir , on multipliera 
par a la première des deux équations , et en l'ajoutant et 
la retranchant successivement de la seconde , et extrayant 
ensuite la racine carrée^ on aura^deux équations, 

a + 6= v/a'^ + y* -(.. a a! V sin (p— 9 ) 
a^b= k^^» -f. 6'« — 2 a 6' sin (p — ^ ), 
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qui y par les propriétés coanues des triangles obtusangles 
et acutangles^ donneront la somme a-f-^ et la différence 
a — b des deux demi-^axes ^ et par suite ces demi-axes eux- 
mêmes ; connaissant ainsi la grandeur des axes > on arrivera 
facilement aux angles p et ^ qu'ils font avec les ^amètres 
conjugués , en se servant des expressions de a!^ et de &'*. 

L* équation (iV) servira à déterminer un diamètre^ 
lorqu'on connaîtra son conjugué ; on le construira d'ailleurs 
immédiatement en menant une parallèle à la tangente 
au sommet du diamètre connu. 

Enfin , si Von égale les valeurs de d* et V^ , on aura 
l'équation 

a* sin p* 4- i* cos p^zzsa* sin</* •+■ A* cos q*, 

- ^ 

qui jointe à l'équation (iV) servira à détçmiiner la position 
des diamètres conjugués égaux. 

On thre de la premièi^e de ces deux équations en y trans- 
formant les cosinus en sinus ^ 

(a*-^i») sin 9*=: (a* — i*)sinp*, 

et par conséquent 

sin ç =r + sîn p. 

Mettant ensuite dans la seconde , — - sin p au lieu de sin q^ 
et cos p au lieu de cos q > il vient 

— a* sin 9* + i* cos p* = o, 

d'où tang q = tang p = 4; - ^ 

ou plutôt tarig p = -f. - 

b 
et tang 9= — -, 

puisque 



l 
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puisqae le produit de ces deux tangentes doit être égal 

à — -—, Or — - , -j — , sont aussi les tangentes des 
cr a a " 

angles que font, ayec Taxe des x y les lignes qui joignent 

les extrémités des axes : on construira donc les diamètres 

conjugués égaux en menant par le centre des parallèles à 

ces cordes* 

Dans ce cas particulier , Féquation de Tellipse de-* 
viendra 

à' + b^ 



a* +y = a'* ou x* +y = 



à ' 



et il faudra, pour ne pas la confondre avec celle du cercle 
qui aurait son centre à l'origine des coordonnées et pour 

rayon t^ — 21 — ^ se rappeler que les coordonnées , au 

lieu d'être rectangulaires , font entr'ellcs un angle p — q , 

aab 
qui a pour tangente ^qjgs- 

De r Hyperbole. 

Considérons maintenant la seconde variété de ce premier 
genre, celle que construit l'équation 

7rio^'^ny^=2p, 

Cette courbe a des points situés à l'inlini ; car en mettant 
au lieu de x, r cos ç et aulieu de y, r sin 9, on trouve 

mr^ cos ç* — nr* sin 9* = p , 

ou m cos ^* — ji sîn «^* = —y 

r^ 

d'où Ton tire , pour déterminer l'angle ^ , lorsque r =: 00 , 

F 
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réqaation 

m C08 ç* — n sin ^* = o. 



ou tang 



•=*t/|. 



qui , donnant pour cet angle deux valeurs toujours réelles 
et de signe contraire / indique que la courbe s'étend à Tin- 
fini dans le sens des x positifs et dans le sens des x né- 
gatifs. 

Pour voir plus particulièrement sa forme , on cherchera 
d*abord les points où elle rencontre les axes. Or^ en égalant 
successivement à zéro chacune des coordonnées^ on trouve: 




jf=:ini>^ — •-. a: = a£ 




m' 



d'où il suit que la courbe ne rencontre pas l'axe des y ^ 
mais qu'on aura deux points de sa direction , en portant sur 
l'axe de x et de chaque côté du centre une quantité 

= 1/^ -^ . En résolvant ensuite l'équation 
par rapport à j^ ^ ce qui donne 

on voit facilement que les valeurs dey ne peuvent être 
réelles qu'autant que Ton a 

7na;*>p, oua?>±|/^^, 

c'est^à-direi qu'autant que les valeurs positives ou n^ativeg 
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que Ton attribuera à Xy seront plus grandes que celles qui 
correspondent à j^ = o ; en sorte que si par les points où la 
tourbe vient couper Taxe des x , on conçoit des perpendi- 
culaires à cet axe ^ aucun point de la courbe ne tombera 
dans l'espace intérieur que détermineilt ces perpendîcu* 
laires^ mais qu'au-delà, c'est-à-dire pour les valeurs 

de X plus grandes que L/^ -^ > les ordonnées croîtront de 

plus en plus jusqu'à devenir indnies , quel que soit )e signe 
de X. Il suit évidemment de là que la courbe est formée 

de deux branches séparées de la quantité sL/^ • 

toutes deux s'étendent à l'infini ^ mais dans des sens 'diffé* 
rens^ et qui d'ailleurs sont parfaitement égales et sembla- 
bles : c'est la propriété principale de cette courbe à la- 
quelle on a donné le nom d'Hyperbole. 

En représentant par a le demi-axe réel 1/^ — ,etpar 



— , qui 



b \/— 1 le demi-axe imaginaire L/ — -, on aura 






m 

et 



et en substituant ces valeurs dans l'équation 

elle deviendra 

i*x» — a»y = ©•&•, 

€t ne diiFérera que par le signe de 6» de celle que lous 
avons trouvée plus haut pour l'ellipse. 
Si a =; & , cette équation se réduit à 

«* — J* = o* > 
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et ne diffère que par le signe de y^ .de celle du cercle 
dont le centre est à loriginc des coordonnées. On a donné 
a l'espèce d'hjrperbole qu'elle construit alors, le nom d'hy- 
perbole équilatère. Placée dans la série des h3rperboles, 
comme le cercle Test dans ceUe des ellipses , elle a avec 
cette courbe une grande analogie ; sans entrer en détail à 
cet égard, nous allons observer quelques points de rap- 
prochement. 

Si d^abord , on cherche l'expression de la tangente de 
l'angle que forme , avec l'axe des a? , la droite menée du 
sommet négatif de l'hyperbole au point qui a pour abscisse 

i/x'* a* I y^x* a 

af y on aura , ■ ou plus simplement 1/ -7- — ; 

OCf -|» Cl w oc "^ CL 

•| / x" — a 

en changeant a/ en x*, il viendra |x — r-- — pour la 

■w X ^a 

tangente de l'angle que fait avec les abscisses la droite 
menée du même sommet au point de l'hyperbole dont 
l'abscisse est a:", et il sera facile de conclure des deux 
expressions , que la tangente de l'angle que font entr'elles 
ces deux droites a pour valeur 

y'ix' — a) (x^— a) + /x' + a) {x' + a)' 

Le signe de a changé , dans cette quantité , donne la tan- 
gente de l'angle que ferment entr'elles les deux droites me- 
nées aux mêmes points de Thyperbole et par le sommet 
opposé; et comme , au signe près, les deux résultats sont les 
mêmes , on en doit conclure que dans l'hyperbole équilor- 
tère , comme dans le cercle , deux angles sont égauct lors^ 
qu'ayant leur sommet aux extrémités de taxe , ils sont 
appuyés sur le même arc de la courbe. 

Si ensuite on multiplie l'une par Tautre les deux exprès^ 



sions 
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K ^^> V^g^a q^i désignent les tan^ 

gentes des angles que font respectivement avec les x , le^ 
droites menées des deux extrémités de Taxe au point de 
l'hyperbole dont l'abscisse est x\ on trouve l'unité pour 
produit de ces deux tangentes \ ainsi ces angles sont com- 
plémens l'un de l'autre et dans l'hyperbole équilatère, 
aussi bien que dans le cercle ', les deux droites menées d'un 
point quelconque de la courbe aux extrémités de l'axe , 
font avec ce même axe deux angles qui sont complémens 
l'un de l'autre. 

Enfin la propriété dont jouit le cercle d'avoir tous ses 
rayons égaux, trouve aussi dans l'hyperbole équilatère 
une propriété qui quoique différente lui correspond. En 

effet , son équation donnant x =;= l^a* + j'* indique que 
dans l'hyperbole équilatère tout point du second axe est 
également éloigné du sommet de la courbe et du point de 
cette courbé qui lui répond perpendiculairement. 

De là im moyen simpfe de trouver successivement tous 
les points de la courbe. Par tous ceux du second axe , on 
mènera des parallèles au premier, et en rapportant sur cha- 
cune de ces parallèles la distance du point par lequel elle 
est menée au sonmiet donné de rh3rperbole équilatère , on 
aura un point de chacune des branches opposées. 

De là encore un moyen de construire les racines de l'é-, 
quation du second degré 



■A -f- 



x'icpa? — ç=:o; 



> 



en effet, puisqu'on en tire 

q z=:a^ ±.px^ 

il est visible que les valeurs de x sont les abscisses , cor- 

3 
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respoDdant a une même ordonnée |/<7> de deiue points 
d'une hjrperbole équilatère construite sur un axe = p ^ on 

prendra donc (fig, i^,) CB — CAk=z^ , CD = Vq, 

DM '=^ DM' '=:^DB, et on abaissera les ordonnées 
MP et M! P' ; BP et BP' seront les valeurs de x. 

Sans pousser plus loin ce rapprochement entre le cercle 
et rhjrperbole équilatère , rapprochement qu'on pourrait 
aussi établir entre Tellipse et Thjrperbole non équilatère, 
en leur donnant des axes communs comme on. Ta fait pour 
Ips deux premières courbes , revenons à la discussion dé 
rhyperbole en général et proposons-nous d*abord de trans- 
porter l'origine du centre où nous Tavons supposée jus- 
qu'ici, à l'un des points où la courbe vient rencontrer 
l'axe des x. On y parviendra en remplaçant x dans l'é-^ 
quation 

par X '^ a ou par a; + a, 

suivant que l'on considérera le sommet qui est à droite 
du centre ou celui qui est à gauche , et l'équation de 
l'hyperbole prendra alors l'une ou l'autre de ces formes 

y^^'^ (x» — aax), y ^^ (a;* + aar). 

En faisant ensuite les mêmes calculs que pour l'ellipse , 
on trouvera que l'hjrperbole a aussi deux foyers , que tous 
deux ils sont placés sur l'axe des x au-delà des deux som- 
mets et à la distance (/a^ + h^ du centre y que leurs dis- 
tances à un point quelconque de la courbe dont les coor- 
données sont a: et ^ ont respectivement pour expression 

— — — — -|- a et — — — — - p— • a ^ 
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et » par conséquent^ que si l'on représente par tI et 2^ ces 
distances, «n aura en retranchant la seconde de la pre- 
mière , 

«^ — z" = a fl ; 

d'où Ton voit que fOur tous les points de Vhyperhole , la 
différence des rayons vecteurs est égale à Vaxe principal. 

Cette propriété des foyers peut servir à construire l'hy- 
perbole par points. Pour cela de l'un des foyers comme 
centre , et d'un rayon quelconque , on décrira im arc de 
cercle que Ton coupera par un autre arc décrit du second 
foyer , et avec un rayon différent du premier d'une quan- 
tité égale au premier axe. Les points d'intersection ap- 
partiendront à l'hjrperbole , puisque pour chacun d'eux là 
différence des rayons vecteurs sera égale au- grand axe. 

Si i pour connaître l'ordonnée qui passe par Te foyer , on 

fait X = ^/c* -|- 6* dans l'équation 

on trouve y = -s 

^ a 

€t par conséquent pour le double de cette ordonnée> ou 

pour le paramètre ; mnsi le paramètre est ici ^ comme 

pour l'ellipse , une troisième proportionnelle aux deux 
axes. 

En posant ensuite 

jr ^ss sin ^ 
x'si c*4- ^cos 9 , 

mettant cet valeurs dans l'équation de l'hjrperbole , et efr 
fectnant les réductions qui s^ei^suivent, on aura pour re- 
lation polaire de cette courbe 

4 
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2 =: 



C C08 9 



Chaque râleur donnée à ^ dans cette équation conduira 
à deux valeurs différentes de z ; par exemple , si Ton fait 
9 = 0^ on aura 

z =s = — i — i-— - = c +a. 



et 






râleurs qui appartiennent aux deux sommets de Fhjper- 
bole. 

Enfin., si dans Téquation 

relative aux axes y on met au lieu dt x et de^ les valeurs 

. u cos tf '\' t cos p f usm q ^ t sm p ^ 
on obtiendra la transformée suivante ^ 

&• cos ^* ) u* 4- ô* cos /)* î f * -f- ai* cos p cos q \ ut^za^b^^ 
~a*sin q^S — a* sin p* j — a «* sin p sin q f 

qui appartient à deux diamètres quelconques. 
Ces diamètres seront conjugués^ si Ton a 

i* cos p cos q -^ a*- sin p sin (/ rx o 

et réquation se réduira alors à 

u* + i* cos p" \ 1* = a* i» 
sin p* 

dans laquelle 



i* cos q* i u* + i* co 
—a* sin g** I — a* si] 
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et 



6* cos q^ — a* sin ç* ^'" A* cos p* — a* sin p* * 

qui sont les valeurs de u et de f correspondant à t±sO 
et à u = Oy représentent les carrés des demi -diamètres 

conjugués. 

Il est à remarquer que ces deux valeurs ne sauraient être 
a-la-fois de même signé. Supposons en effet que la pre- /^ 

mière soit positive , il faudra que Ton ait 

i* cos 9* >• a* sin q* , 

^ b 

ou tang <7 < 2 * 

mais réquation 

i* cos p cos q -^{^ sin p An q 'sz o ' 

donne i 

i* 1 

on devrait donc avoir aussi 

-r ' T-' — <-> ^^ tangp>-> 
a* tang p ^ a ° '^ ^ a 

et par conséquent 

û* sin p* >^ 6* cos p* , 

supposition qui rend négative la seconde des deu^z va*^ 
leurs. 

Ainsi la courbe ne sera jamais rencontrée que par l'un 
des diamètres conjugués , et en désignant le premier par 

sa', il faudra désigner le second par 26^ V^^- i , ce qui 
donnera 



I 
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i* C05 (jf* — a* sin q* * è* cos p* — o*^ sin jy* 

par suite 

et pour réquation de Thyperbole rapportée i deux diai- 
mètres conjvgués quelconques 

y* u» _ ^a t» =5 d^ V\ 
On tire de cette équation 

et par conséquent quel que soit Vcmgle des coordonnées » 
les carrés des ordonnées à Vhyperbole sont proportionneU 
aux rectangles des abscisses correspondantes. 

En opérant sur cette dernière équation y comme éur 
réquation analogue de Tellipse^ c'est-à-dire , en substituant 
à u et à t les valeurs qui servent à revenir d*un système 
de coordonnées obliques à un systèmç de coordonnées 
rectangulaires , on aura en a: et ^ ime transformée qui ^ 
lorsqn'on aura fait nul le coefficient de o^ , devra être iden- 
tiquement la même que Péquation trouvée pour les axée 
et conduira par conséquent aux trois équations : 

— fl* = y* cos /?• — fl^* cos g* 
J* = y» sinp* — a'* sin g» 
ab-sici V àxi (p — </), 

et par suite à cette autre 



1 
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que l'on déduira de Taddition des deux premières. 

Il suit de la troisième que le parallélogramme de deux 
diamètres conjugués quelconques est équivalent au rec- 
tangle des axes, et par conséquent que Vaire d'un parallé^ 
logramme quelconque inscrit entre les deux branches cb 
l'hyperbole est une quantité constante. 

La quatrième apprend ensuite que dans V hyperbole , la 
différence des carrés de deux diamètres conjugués équivaut 
à la différence des carrés des axes , et par conséquent que 
la différence des carrés d^deux diamètres conjugués quel" 
conques est une quantité constante. 

Ces propriétés sont analogues à celles que nous ayons 
trouvées plus haut pour l'ellipse -, on résoudra aussi , comme 
on Fa fait ppur cette dernière courbe et d'une . manière 
analogue , les différentes questions que Ton pourra se pro- 
poser sur les axes et les diamètres conjugués quelconques ; 
mais , en considérant l'hyperbole par rapport à ses diamètres 
égaux, on obtiendra des propriétés remarquables par leur 
singularité et dont la recherche mérite de nous occuper. 

11 est d'abord clair, d'après l'équation 

a» — i* = af* — b'\ 

qm, pour d ri^-V y donne a=:i et réciproquement, que 
parmi toutes les hyperboles , l'hyperbole équilatère a seule 
des diamètres conjugués égaux, et que tous les siens lé 
^ont deux à deux. 

En traitant d'une h3rperbole quelconque , on ne pourra 
donc chercher ses diamètres égaux que parmi ses diamètres 
non conjugués , et il faudra par conséquent partir de l'équa^ 
tîon générale, 

i*cos9* ^ u*-f i* cosp* }t* 4- ai^ cospcos^ }utz=:(^b*, 



ô^cosq^ î tt^ + ^ cos p* ) t* + 
— -a^sin q^^ — a* sin p* / — 



■a 



a,a^ sm p sm q 
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qui, par Fégalité à zéro de chacune des coordonnée» 
successivement, donnera d'abord , pour les longueurs dei 
demi-diamètres, 

ab oh 

k'i'cosi/* — a»siii^* kFcos p* — a* sm p* 

expressions dans lesquelles on suppose que bcosq et 
bcosp ne sont pas moindres que asin^ et asinp sans 
quoi les diamètres ne rencontreraient pas la courbe. 

Maintenant , pour que les diamètres soient égaux , il faut 
qu'on ait 

&* cos 9* — a*sin 9* =&*co8p» — a^sinp*, 
ou (**+«*) cos q* — û^ = (b^+c^) CO8 p^'—c^^ 

c'est-à-dire - cos ^ = ± cos p , 

et par conséquent sin g = ± sin p , 

deux équations de condition auxquelles on doit encore 
joindre les inégalités 

b 
y cos (f > a* sin 9* ou tang 9 < + - 

et fi* cos p* > a* sin p* ou tang p < ± - 

Ces diiFérens résultats n'établissent qu'une relation entre 
les angles p et q sans les déterminer précisément , et nous 
conduisent seulement à cette conclusion : deux diamètres' 
d'une hyperbole sont égaux lorsque Pangle qu'ils comr- 
prennent est divisé par l'axe en deux parties égales , et 
que la tangente de sa moitié ne surpasse pas le rapport 
du second axe au premier. 

Mais si 3 passant à la limite vers laquelle tendent les 
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angles p et 9 , on écrit , au lieu des inégalités 

b h 

tang9<±-, tangp<±-, 

1 

les équations 

tangç=,±-, tangp=±-, 

en observant de faire correspondre les expressions de signe 
contraire^ les angles p et q seront complètement déter- 
minés; les valeurs des diamètres restant encore réelles 

prendront seulement la forme -, et nous fourniront par 

conséquent ce théorème : 

Les lignes qui^ menées par le centre de l'hyperbole , font 
avec l'axe des x des angles égaux et ayant pour tangente 
le rapport du second axe au premier , s'approchent con* 
tinuellement de la courbe, sans pouvoir la rencontrer qu*à 
l'infini. 

Ces droites , qui ne peuvent parvenir à toucher la courbe, 
quelque prolongées qu'on les suppose Tiine et l'autre et 
qui limitent ainsi son cours , ont été nommées asymptotes* 
Il est clair, d'après les équations 

b b 

tangp = -, tang9 = -.-, 

qu'on les construira, soit en faisant passer par le centre une 
droite qui rencontre la tangente au sommet de la courbe 
à une distance au-dessus de Taxe des x égale au demi- 
second axe, soit en menant par le même point des pa** 
rallèles aux droites qu,i joignent les extrémités des deux 
axes ] et puisqu'on a trouvé plus haut que les tangentes 
des angles que font avec les abscisses les diamètres égaux 

• b 
de TeUipse qui a pour axes sa et sib , sont aussi + ~ «t 
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, on voit que si une ellipse et une hyperbole sont 

construites sur les mêmes axes , les diamètres égaux de l'el- 
lipse prolongés , seront les asymptotes de l'hyperbole. 
Pour l'hyperbole équilatère, on a 



«=^' 



ainsi , dans ce cas particiulier , les deux asymptotes sont à 
angle droite et chacune d'elles fait avec Taxe des x un 
angle de 5o*. 

Lorque les deux asjrmptotes comprennent un angle égal 
au tiers de quatre angles droits , chacune d'elles forme 
iayec l'axe des x un angle égal au tiers de deux angles 
droits et dont la tangente a parconséquent pour valeur 

V/3 , on a donc alors 

- = V^3 ou i 3= a v/3 , 

r 

et l'équation de la courbe i*x* — ay=: a* i* devient, 

La même valeur a V^3 mite au lieu de b dans l'expression 

Ko* + 6*, la réduit à aa; ainsi le sonmiet de la courbe 
est placé à égale distance du centre et du foyer^ et la 
perpendiculaire élevée , dans le sens des x positifs , sur le 
milieu du demi-axe , l'est aussi sur le milieu de la distance 
du foyer positif au* sommet négatif. 

D'autre part , à cause de Ka* + 6* = aa, l'expression 

X V (f 4-^ 

•— a qui mesure la distance du foyer positif 

à chaque point de la branche de courbe qui lui répond^ 
devient ax— -a ou a (^-—70); la distance du mêmei 



« 
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point à la perpendiculaire en question est seulement 
a?*— fa; donc, en nommant directrice cette perpendi- 
culaire, on pourra énoncer ainsi ce résultat : pour rh3^er- 
bole dont les asymptotes font entr*elles un angle égal au 
tiers de quatre angles droits , la distance de chaque point 
au foyer est double de sa distance à la, directrice. 

Donc, si la distance du foyer positif au sommet négatif 
est la corde d*un arc de cercle donné , la directrice sera la 
perpendiculaire élevée sur le milieu de cette corde ^ etThy- 
perbole passera par le tiers de Tare quelle soutend. 

Et comme il est facile d'obtenir successivement tous lei 
points de cette hyperbole , en partant de la propriété qu'on 
vient de lui trouver^ il est visible qu'on pourra l'employer 
avec avantage pour résoudre graphiquement le problême 
de la trissection de l'angle. 

Si l'on veut prendre les as3nnptote8 pour axes des coor- 
données, il faut, dans l'équation aux diamètres, effacer 
les termes affectés de u* et de t', dont les coeiEcient 
font nuls en vertu des équations 

b h 

tangp = -, tang7 = — .; 



elle se réduit alors à 

fl6* cos p cos q >utT=z€^b^^ 

— aa* sin p sin 9 ) 

et conmie les mêmes équations donnent encore 

— o^ sin p sin 9 = ô* cos p cos ç. 



et ços p == ces q = 



on aura ut 






/. 
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Dans cette équation aux asymptotes^ on voit éyidem-* 
ment que l'ordonnée t est d'autant plus petite que u est 
plus grand , ou que le point que Ton considère s'éloigne de 
l'origine , mais qu'elle ne peut jamais devenir nulle. 

Pour achever d'exposer les propriétés de l'hyperbole 
entre ses a3ymptotes , soient xf et y. les coordonnées d'un 
point pris sur la direction de la première , on aura 

tt pour l'équation d'une droite quelconque menée par ce 
point, 

jr — - X i=z A (x— 'x'). 

En désignant par z la distance du point dont les coor- 
données sont od et y' à un point quelconque de la direc- 
tion de la droite, on aura ici^ comme dans le cas du 
cercle , 

et en mettant ces valeurs dans l'équation 

on trouvera pour déterminer les distances z du point 
x', y aux deux points où la droite en question vient 
rencontrer l'hyperbole, l'équation 

* + b + aA ^ 6*_a»^*' " °' 



dans laquelle 

fl&a/ )/ 1 + A^ 
b -j-aA 

représente 
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représente la somme t! + z" de ces* deux distances. 

D*un autre côté , si Ton fait la substitutioii des mêmei 
valeurs de x^àià y dans Téquation 



y — ~ '7,'^^ 



h ^ 

X 

a 



de la seconde asylnptote^ on aura^ pour l'expression de la 
distance du point a/ , y , au point où cette asymptote 
^8t rencontrée, par la droite 

Des trois' quantités ;5, 2s', z'!, la première est la portion 
de la droite comprise entre les deux asymptotes , la se- 
conde peut représente^: la partie de cette droite inter- 
ceptée entre la première branche et son as3rraptote, et 
dès-lors , la troisième représente la partie interceptée entre 
la même asymptote et la secpnde branche. Or z se com- 
pose évidemment de cette dernière partie y et de la partie 
qu^intercejptent la seconde branôhe et son asjrmptote. On 
aura donc, en désignant par z/ cette nouvelle portion, 

«/-fa" = *'+«", 
eu seulement z^ = z' , 

d'où il suit que si Vhyperbole est coupée par une droite 
quelconque, les parties de cette droite- interceptées entre 
chaque branche de la cpurbe et son asymptote sont égales 
enir'etles» 

Cette propriété fournit un moyen facile de constnike 
l'hyperbole , lorsqu'on conn^tra les asymptotes et un seul 
de ses points. On mènera par - ce . point une infinjité dé 
droites^ et en portant sur chacune d'elles et à partii[- de 

G 
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Tune des asymptotes , une quantité égale à la portion com- 
prise entre le point et l'autre asjmiptote^ on déterminera 
une suite de points qui appartiendront à Thyperbole. 

Dans r équation qui donne 2 ^ oji a 

é 

I 
\ 

et comme ce produit est indépendant des coordonnées du 
point de la première asytnptote par lequel on a mené la 
droite , il appartiendra encore à toutes les parallèles à cette 
droite , ensorte que pour tant de lignes que l'on voudra , 
menées parcUlèlement èntr'elles et de manière à couper 
les deux asymptotes , le rectangle formé par les parties 
comprises entre Vun des points où l'hyperbole est rencontrée, 
et chacune de ces droites y est constamment le même et égal û 
a^b^ (1 +^») 
b^ — a'^A^ ' 

Si ^=00 , ou si toutes ces droites sont perpendicu- 
laires aux x , jj^ — ^ .^ devient égal a. b^ , et le 

tf — "û JX 

rectangle en question équivaut au carré construit sur le 
demi-second axe de Thyperbole. 

Nous bornerons ici Texamen de la seconde variété des 
courbes du second degré qui n'ont pas de centre ; il reste- 
rait encore pour completter 1* étude de ce premier genre , 
à considérer la .troisième variété qui a pour équation 



ny^ --^ mx^z=sp, 



mais comme cette équation est précisément de la même 
forme que celle de la seconde variété, en y changeant a: 
en^ et réciproquement, il est facile de voir qu'elle reprér 
sente une hyperbole qui jouira par rapport à Taxe des y , 
des mêmes propriétés que la première par rapport à Taxe 
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des X ; ainsi , nous nous dispenserons d*en.trer dans aucun 
détail sur cette courbe, que la discussion de la précédente 
a suffisamment fait connaître, et nous allons passer à 
I examen des courbes du second genre. 

Des Courbes du second degré qui sonù 
dépourvues de centre. 

ï.. 

De la Parabole. 
L'équation des courbes de ce second genre , est 

et il est qlair qu'elle ne peut exprimer quelque chose 
^'autant qiion pourra la mettre sous cette forme, 

j\y=:Px, 



ou 



p». 



Ainsi , il n y a qu'une seule courbe du second degré cmi 
«oit dépourvue de centre. On lui a donné le nom de 
parabole , et à la constante p le nom de paramètre. Dans 
l'examen que nous aUons en faire, nous supposerons d'a- 
bord , potir plus de simpKcité, que les coordonnées x et v 
^ont perpendiculaires entr'elles. ^ 

La substitution des coordonnées polaires r et (p , au lieu 
^ des coordonnées rectangulaires x et y, donne/après la 
apposition de r = 00 , ^ 

valeur qui indique que la courbe, à mesure . qu'elle s'é- 
loigne de l'origine, tend à devenir parallèle aux x, et en 
«fFet, il est facile de voir en rapprochant son équation d« 
elle de l'ellipse 



r 
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qu'elle n*est qu'une demi - ellipse ^ inGniment aloogée 
puisque pour a == oo ^ les deux équations deviennent iden- 
tiquement les mêmes. 

Les valeurs de y ne pouvant être réelles qu'autant que 
les deux quantités p et x sont de même signe , il s'ensuit 
que la courbe ne peut jamais g* étendre que dans un sens , 
dans celui des x positifs^ si p est positif^ et dans celui 
des X négatifs^ si p est négatif. Il est d'ailleurs facile '^e 
voir que dans chaque cas elle s'étend également au-dessus 
et au-dessous de l'axe des x. 

Nous avons défini foyer un point dont la distance à 

chaque point de la courbe est une fonction rationnelle de 

l'abscisse de ce point. Soient c et (fies coordonnées d'un tel 

'point pris dans le plan de la parabole ^ et 2 sa distance à 

un point quelconque de la courbe ^ on aura 



et cette expression ne saurait être rationnelle en x , qu*4u-* 
tant qu'on aura d'abord d=p , et en second lieu , 

p — ac=ac, ou c:=^î il existe donc sur l'axe un point 

4 

unique distant du spmmet de la quantité S > et tel que s^ 

distance à chaque point delà courbe a pour expression ^-f-^i 

4 

cest-^-^e^ est égale à l'abscisse de ce point augmentéer 
du quart du paramètre. 

Pour trouver l'ordonnée du foyer , on fera ^c == ^ ^^^* 



^ 
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lequation^±tpjt?^ ce qui donnera 

y^ziz-^y et par consequentj^zz:^; 

ainsi le paramètte de la'parabole n*est aubre chose que la 
double ordonnée qui passe par le foyer. 

Ci f perpendiculairement à Taxe des a? et à la distance ^ 

de l'origine, on mène une droite, il est clair que la dis- 
tance de chaque point de la courbe à cette droite , que 

« _ 

l*on nomme directrice , aura aussi pour expression ^ + x ; 

ainsi la parabole a la propriété tTas/oir chacun de ses 
points autant éloigné d'une droite donnée de position que 
d*un pointjixe également donné de position. 

De là suit un moyen fort simple de décrire la parabole 
par points. On prendra sur Taxe des x autant de points 
que Ton voudra , et on mènera par chacun d*eux des 
parallèles à la directrice. En coupant ensuite chaque 
parallèle par un arc décrit du foyer comme centre , et 
avec la distance de la parallèle à la directrice pour rayon, 
on déterminera une suite de points qui appartiendront à la 
parabole , puisqu'ils seront tous à égale distance du foyer 
et de la directrice. 

Si Tcfn veut pirendre pour coordonnées le rayon véc-' 
teur Zy et l'angle ^ qu'il fait pour chaque point avec Tajce 
des a: ^ on aura , \ . 

1 : sîn(^(: cos^ :: « : y : 2 _;r, 

4 

i 

et par conséquent 

4 
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lesquelles yaleurs étant mises dans Téquatiozi 

donneront 

«• sin ç* = -Ç — p 2 cos ^; 
ou 

Z*=:^ -^pZ C08 Ç +Z*C08 ^* = f C — « C08 ^\ J 

et enfin pour Téqaatbn polaire- de la parabole 

P 

a ( qz 1 + C08 9 ) * 
c'e8t-4-dire 

« = £ (sec-; ^y ou a i= — 2 (cosec y ç)*. 
4 .4 

Ces formules^ comine Féquation y :=z px , pourront 
servir à construire la courbe ,^ et chaque valeur de ç don- 
nera pour z deux valeurs inégales et de signe contraire^ 
Par exemple , si l'on fait ^ = o , on aura 

z=2 et 2= 2. 
4 o 

c'est-à-dire , que Ton aura d* abord le sommet de la para- 
bole, et ensuite le point infiniment éloigné, où devenant 
parallèle aux abcisses , elle tend à rencontrer leur axe. 

On a vu dans le commencement de ce chapitre, que les 
courbes du second degré , qui sont dépourvues de centre ^ 
ont une infinité de diamètres , et qu*en prenant Tun quel- 
conque d*entr*eux pour axe des abscisses , pour origine le 
point où il rencontre la courbe, et^pour axe dès or- 
données la tangente en ce point , l'équation est toujours de 
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là forme y^z=:px; nous n'avons encore coiîsidéré que celui 
de ces diamètret pour lequel les ordonnées sont perpen- 
diculaires aux abscisses : nous allons maintenant exaniiner 
les autres^ et pour cela transformer la relation entre les 
coordonnées rectangulaires x et y en une autre relation 
en^re les coordonnées obliques u et t. 

Or il est clair qu on ne saurait arriver à une équation de 
la forme . 

y=zpx, 



en substituant pour x et y les valeurs ordinaires^ 

u cos q -^t cos p, - u sin ç + ^ sin p, 

puisqu'on n'introduit par-là que deux indéterminées, et 
qu'il y aurait trois termes à faire disparaître dans la trans- 
' fqrmée que fournirait cette substitution ; ainsi il faut néces-» 
sairement déplacer l'origine, en substituant à a; et j^Iquts 
valeurs générales 

u cos qt + f cos jp + a 
u sm q ^ t sm p -{^b , 
ce qui donnera 

sih fl* u* -f- 2 an p «m qut -+• sin p* f* > 
-f- (a i sin q^ — ' p cos q ) U+ (2 èsinp — pcôs p ) ^ / — o , 

+ b^^pa ) 

^ur l'équation de la parabole rapportée à deux axes quel-^ 
conques menés dans son plan. 

Pour que l'axe des ù soit un diamètre , et l'axe des t 
une tangente au sommet de ce diamètre , il faut que cetta^ 
écpiation se réduise à. 

*• — P cos y >— fl & s in q 

sîrnp* ' 
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tt par eoDfléqiieiit qae Foo ait : 

* . 

sin q*=^o, aisinp— pcos^p=:o> 

La première de ces éqaatîans donnant 

nous apprend qae tous les diamètres de la parabole sont 
parallèles à Taxe; la seconde en est une conséquence, et 
n*apprend rien de plus ; la troisxime donne 

sin p*= ; ,, , ^ , ou plutôt «in p* =>-; — ^ — -- . 

puisqu'on tire de la dernière S* = j»a ; et ces difFéreiite» 
Tireurs substituées dian» Téquatian 



^^ pcos^ — Qbsing 

r= «- . . u , 

smp* 



donnent 



équation semblable à celle qui se rapporte au diamètre 
principal y et de laquelle il suit que quel que soit Vangle 
des coordonnées',, les camrés dès ordonnées à la parabole 
sont proportionnels aux abscisses correspondantes. 

Il est facile de voir que le paramètre du nouveau dia* 

mètre équivant à 4 ( o: + ^\ ,. et comme a estFabscisse de 

son sommet^, et par conséquent a + 7 la distance de ce 

Sommet au foyer ^ on es eonfDhnra que le parcmtètre d'un, 
diamètre quelconque n'est autre chose que le quadruple 
de la distance de son sommet au foyer, et c'est aussi ce 
que l'on a remarqué pour le p«:amètrê du diamètre prin* 
cipal. 



**••-. 
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Des Tangentes aux courbes du second degrés 

Après avoir examiné successivement toutes Jes ,courbes 
du second de^é pour déterminer les propriétés dont ell^ 
jouissent par rapport à leurs axes , leurs foyers et leurs 
diamètres., nous allons les considérer toutes ensemble pour 
déterminer celles dont elles jouissent par rap^rt à leurs 
tangentes. La méthode que nous emploierons dans cette re-r 
cherche différera, à quelques égards, de celle que nous^ 
avons suivie pour le cercle , n^ais en nous conduisant au 
but par des considérations également simples, elle noas 
donnera lieu de remarquer plusieurs belles propriétés , que 
la première ne nous eût pas fait connaître d'une manière 
aussi directe. 

Afin que les résultats auxquels nous serons conduits ap- 
partiennent à toutes les courbes du second degré à-la-fois^ 
nous prendrons l'équation 

qui lès comprend toutes , et pour plus de simplicité nous 
récrirons de cette manière 

les quantités /n et 7t étant — ^ et — — pourreDipse,— , 

et — î^our rhypcrbole, p et o pour la parabole. 
Soit maintenante 

Féqoation d'tme droite menée d'une manière quelconque 
paor le point '« , C; si Ton substitue dans la première équa* 
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tion la valeur <jue donne celle-ci pour y, on aura la ré- 
sultante 

dont les deux racines sont les abscisseç des deux points 
où la droite peut, en général, rencontrer la courbe du 
second degré. 

Cela posé , si la droite tourne autour du point * , C en 
tendant continuellement à sortir de la courbe , il est 
clair que les deux valeurs de x tendront en même-tems 
vers Tégalité, ensorte quelles seront égales lorsque, les 
deux points d'intersection se réunissant, la droite deviendra 
tangente. 

Si donc on établit que les deux racines de T^quation (i) 
sont égales^ en posant 

(^(C — ^a)— y=(C-^fl)«(^«-»), (3) 

Téquation 

que Ton obtiendra de cette manière, fournira la valeur 
que doit avoir Tindéterminée A, pour satisfaire à cette 
condition, c'est-à-dire, donnera la tangente, trigonomé- 
trique de Tangle que doit faire avec Taxe des x la droite 
menée par le point «, C pour être tangente à la courbe du 
second degré. 

L*équation (3) étant du second degré , conduira , en 
général, à deux valeurs différentes de A', ainsi le pro- 
Uême de mener une tangente ,à une courbe du second 



i 
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. degré ^ pourra être résolu par deux droites, et en dési- 
gnant par A' et A" les tangentes des angles qu'elles feront 
ayec Taxe des abscisses^ on aura 

A' A'— ^'+^^\ . 

Si ces deux tangentes sont perpendiculaires entr'elles^ 
le produit A A" sera égal à — 1 , et Ton aura entre les 
quantités «t et C^ la relation, 

c*+*' + ^«4-S=o (4). 

Cette équation de condition à laquelle doivent alors sa-r 
tisfaire les coordonnées du point a, € appartenant , en 
général, à une circonférence de cercle, on en conclura 
qu'on ne saurait mener à une courbe du second degré deux 
tangentes perpendiculaires entr' elles , qu'autant que le point 
commun de ces deux tangentes sera placé sur la circonfé«- 
rence du cercle dont l'équation est 

C* + et* -j tLA r- == O , 

n 471 

• » 

et réciproquement, que si. ayant mené à une courbe du 

Second degré deux tangentes perpendiculaires' entr'elles , 

on fait mouvoir ces deux tangentes , sans qu'elles cessent 

d'être perpendiculaires et de toucher la courbe , la suite 

de toutes les. positions du sommet de l'angle droit mobile 

sera une circonférence de cercle. 

Pour voir plus particulièrement quelle est la position 

de ce cercle , on ramènera d'abord Torigne des coordonnées 

m ' 
au centre en posant «t =*' — : a' sera la nouvelle 

abscisse prise du centre, — l'abscisse de ce centre pai^ 



/ 
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rapport aux axes primitifs, et comme cette dernière quan- 
tité est aussi ceHc dont il faudrait augmenter chaque va- 
leur de X dans Téquation 

pour que Taxe des^ passât le centre des courbes qu'elle 
représente, il est d*abord clair que le cercle en question 
a son centre au centre même de la courbe du second de- 
gré, et par conséquent que pour la parabole, il est à une 
distance infinie du srommet. 

En second lieu , comme la transformation que Ton vient 
d 'indiquer conduit à l'équation 

on verra facilement > en y mettant pour m et n les valeurs 
de ces quantités particuÛères' à chaque courbe du second 
de^é, que le r^on de ce cercle est pour J'ellipse 

i/fir'^-i", c'est-à-dire, la droite qui joint les extrémité» 
des deux axes ; pour Thyperbole i/o"— ^ 6* , ou la tangene 
menée par l'extrémité du premier axe à un cercle décrit 
du centre de l'hyperbole avec im tayon égal à la moitiés 
du second, et enfin qu'il est infini pour la pvabole ; mais 
conune , pour cette dernière courbe j, on a^ ea substituant 
p et o pour iT^et n dans l'équation (4)> 

*. E 

*- 4» 

équation qui est celle de la directrice,, il est en même 
temps visible que cette droite remplace ici la ligne qui > 
pour les deux autres courbes^ est une circonférence à% 
cercle^* 
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.SiTune des deux tangentes est parallèle à Taxe des x, 
le. produit A' A" sera nul ; il sera infini , si Tune de ces 
tangentes est perpendiculaire au même a5y:e ; ainsi l'on re- 
connaîtra les points des courbes du second degré pour 
lesquels ces différentes circonstances ont iicu^ en posant 

m* + 4/* ^* = o pour le premier cas, 
ma 4- 7i«t*=o pour le second. 

On tire de la première équation 



\/ 



c'est-à-dire, que dans tout^ Tétendue de la tangente, et 
par conséquent aussi pour le point de contact , l'ordonnée 

sera dr — \/^ •— - ; ces valeurs étant infinies pour la 

parabole et imaginaires pour l'hyperbole , ces courbes 
n'ont pas de tangentes parallèles aux abscisses ; mais pour 
i'ellipâe elles déviennent =r=+ 6, et indiquent les tangentes 
t|ui passent par les extrémités du petit axe. 

On tire ensuite de la secondé équation 

Tïl 

rt = 0, «tsi— — ; 

n 

ainsi , pour toutes les courbes du second degré , il y a deux 
points où la tangente devient perpendiculaire aux abscisses : 
pour le premier on a « = o , c'est l'origine des coordonnées 
ou le sommet de la courbe. Pour le. second on a. ..... . 

rt = ; c'est dans l'ellipse l'extrémité du grand axe , 

n ' • 

dans l'hyperbole le sommet de la seconde branche , et dana 
la paralx)le le point infiniment éloigné oà elle tend k 
Veair rencontrer l'axe des a:. . 
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Si les deux tangentes sont symétriques par rapport à la 
courbe , c'est-à-dire , si la droite qui divisera /leur angle en 
deux parties égales , partage aussi la courbe en deux parties 
égales et semblables ^ les tangentes des angles qu'elles feront 
avec Taxe des x ne difFérbront que par le signe ^ ensorte 
qu'on aura ' 

ce qui pourra avoir lieu ^ soit que C = o ^ soit que •' 

771 

En joignant à l'éqkation C = o^ l'équatioii 

^ 4 (77l* + 7la*) ' 

à laquelle l'équation (3) se trouve alors réduite ^ on voit 
facilement t]ue le point «, € sera pris de manière à sa- 
tisfaire à la condition proposée y si d'abord il est sur l'axe 
i des X et si de plus son abscisse rend négative la quantité 
771 et -f- 71 a**, c'est-à-dire, s'il est pris pour l'ellipse au-delà 
des deux sommets, pour l'hyperbole entre les deux som-^ 
mets, et pour la parabole au-delà du sommet unique. 

En prenant ensuite l'équation 

171 

s. ' 

tt la combinant avec l'équation 

7t(77l'*+4^g') 



771* 



dans laquelle se change alors l'équation (3), il est clair 
que la condition proposée sera encore satifaite pour le 
deux prenûèrei courbes ^ si le point « ^ C est pris pour 
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l'ellipse sur le peut axe au-delà des *deux points où il est 
rencontré par la courbe , et pour Thyperbole en un point 
quelconque du second axe. 

Ces différentes propriétés supposent les valeurs de A dé- 
terminées par des conditions, particulières , et ne se rap- 
portent par conséquent qu à certaines positions du point 
de contact \ on en obtiendra qui auront lieu quelque part 
qu'on le place sur la courbe , en partant des équations (i) 
et (2) laissées dans toute leur généralité. 

Mais on observera que la première étant devenue im 
carré par la condition que la seconde exprime , peut s'é-' 
crire sous cette forme plus simple 

^(C— ^ct.) — — 

^+^ ^4r=rn =^' 

et que toutes deux se réduiront davantage encore si , met- 
tant au lieu de m et de n les valeurs que prennent ces 
quantités lorsqu'il est question de F ellipse , on rapporte 
en même tems les coordonnées au centre ^ en po*!sant 

xf et et' étant de nouvelles abscisses prises du centre. 
Par-là réquation (1) donnera pour Tordonnée du point 

de contact x = — a ' ^a . > a " ou seulement 



C + afA' 

puisque les méînes substitutions faites dans Téquation (p) 
conduisent à 

L*équation de la tangente y — C=: A ( x— «c) deviendra • 
dans les mêmes circonstances , 



^1 
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et en y mettant pour x' sa valeur déduite de Téquation (i) ^ 
on aura^ pour l'ordonnée du point de contkct , 

lisons maintenant dans ces différens résultats. 

L'équation (a) , sous sa nouvelle forme , met d'abord en 
évidence une propriété remarquable des tangentes aux 
courbes du second degré. On en tire en effet 

or 6 + fL A + CL A y C + «t'-^ — a A sont les valeurs de y 
répondant aux abscisses — a et -f-a dans l'équation de la 
tangente y c'est-à-dire , les ordonnées à cette ligne qui se 
mesurent sur les deux , tangentes perpendiculaires aux 
abscisses ; donc , pour les courbés du second degré qui ont 
un centre y la tangente d'un point quelconque coupe , sur 
les perpendiculaires élevées au sommet du premier axe^ des 
parties dont le produit est constamment le même. 

Si ensuite on prend \t?> expressions générales des coor-- 
données du point de contact 

f — g°^ _ _*!_ 

et qu'on les divise l'une par l'autre , on aura entre ces coor- 
données la relation 

^^IFa'^ ' 

et ^ en y mettant successivement po^r A ses deux valeurs 
A et A" i les deux équations - 
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_ b- , _ b^ , 

tfpLt Von obtiendra y seront cellef de deux droites menées 
par le centre de la courbe du second degré et par chacun 
des points où la^ touchent les deux tangentes qu'on peut 
lui meneir du point «t' , C. 

Mais si^ sans rien dire de particulier sur ^ ^ on élimine 
cette quantité entre les deux équations 

qui appartiennent à deux droites dont Tintersection déter- 
mine le point de contact ^ puisque la première étant celle 
de la droite qui le joint avec le centre^ la seconde est 
celle de la tangente elle-même > T équation résultante 

se rapportera uniquement à cette intersection , et comme 
elle reste la même pour les deux valeurs dont A est sus- 
ceptible y il est clair qu'elle sera Téquation d'une ligne qui 
passera par les deux points de contact ^ et qui les détermi- 
nera par ses intersections avec îa courbe du second 
degré. 

Il n*est pas moinèyclair que y sous sa forme actuelle , 
cette équation est celle d'une ellipse y qu'elle devient celle 
d'une hyperbole en y changeant le signe de &^, et celle 
d'un cercle en y posant a = 6; que dans tous les cas^ la 
courbe qu'elle construit a son centre au point dont les 

coordonnées sont — , - , c'est-à-dire , au milieu de la 

droite qui joint le centre de la courbe proposée avec le 
point €l' yCy puisque, par la règle connue pour faire dis- 
por^tre le second terme d'une équation > il faudrait^ pour 

H 
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transporter Torig^ne au centre y diminuer respectivement let 

variables x' et y des quantités — , - ; qu'elle a , pour 

Bommets^ les points dont les coordonnées sont x' '=1 o 
et j^ = o, x'=«' etj^ = C, et par conséquent pour 

axe principa/ la distance même j/af*+ €* du centre de' la 
courbe donnée au point ce' € ; et enfin que son second axe 

ou la double valeur de y qui répond à x = 

lorsqu'ayantfait C=o on change <f! en V^a'* + C*, ce qui 
revient à faire tourner Taxe principal jusqu'à ce qu'il vienne 
«e confondre avec celui de la première courbe y sera 

ou seulement 

stdvant que cette première courbe sera une ellipse^ une 
fajrperbole ou un cercle. 

La solution graphique du problême de mener une tan-~ 
gente à une courbe du second degré par un point qui lui 
est extérieur , est donc toute entière renfermée dans la 
dernière équation, et on voit qu'elle consiste à joindre 
ce point avec le centre de la courbe donnée , et à en cons- 
truire une autre de même espèce , en prenant pour 
axe principal la droite menée entre ces deux points et 
pour second axe une quatrième proportionn'blle à cette 
distance et aux deux axes de la courbe proposée; ; mais 
on sent , en même tems , qu'excepté le cas du cercle où 
la courbe à construire est une autre circonférence de 
cercle, cette solution est dans la pratique d'une exécution 
difficile y et nous allons voir comment on peut , en par- 
tant de ce premier cas , lui ramener les deux autres. 



^/ 
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Outre i' équation 

ay 4- i^a;'* ^a^'Cy — ¥o! x' = o , 

t)n a encore entre ocf eXy Téquation 

qui exprime que le point dont ces quantités sont let 
coordonnées est un de ceux de la courbe du second 
degré ; et si on retranche ces deux relations Tune de l'autre , 
on trouve , entre les mêmes quantités y cette autre équa- 
tion 

qui n'étant plus que du premier degré appartient néces- 
sairement à une ligne droite. 

Puisque cette nouvelle équation est une conséquence 
de la combinaison des deux premières^ il faudra que la 
ligne droite qui en est le lieu, rencontre à-la-fois les deux 
premières lignes, et comme elles n'ont de communs que 
les points de contact, il est évident que cette droite est 
la corde même qui, dans la courbe du tecond degré, 
passe par ces deux points ; il l'est également que, parce 
qu'elle est plus facile à construire que la ligne repré-* 
sentée par la première équation, elle pourra aussi, plus 
facilement qu'elle , conduire à la solution du problème qui 
nous occupe. 

Soit, en effet, T(^fig. 20) le point pris hors de la courbe et 

dont les coordonnées CP et CÇ sont supposées aJ etCjsidans 

l'équation trouvée on égale successivement à zéro chacune 

a* 
des coordonnées , on aura -7- pour l'abscisse du point oii 

tt 

la corde qui joint les deux points de contact vient ren- 

contrer Taxe de» x, et -^ pour l'ordonnée du point où 

la même ligue coupe Taxe des y , ensorte qu'il ne s'agit 

st 
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plus pour avoir cette ligne que de construire ces deux eX'* 
pressions. 

Pour la première , il suffira de décrire sur Taxe principal 
'AB un demi-cercle -<^Z>^ et de lui mener du point P 
la tangente PD\ Tàbscisse CE àxL point de contact sera 



c» 



~ puisque , par la propriété du triangle rectangle ^ on a 

C5'=: CP. C£ OU G* = *'. CE, 

Ppur la seconde ^ on mènera à un cercle décrit sur \% 
petit axe une tangente ÇF, et l'ordonnée CG du point de 

contact étant ^rT^ > ^ura pour valeur -y- . 

La droitt chetchée passera donc par les points G et E^ 
et les points M et M' où elle rencontrera la courbe du 
second degré y seront les points où cette courbe peut être 
touchée par les tangentes menées du point T, 

On déduit encore et presque immédiatement de Té- 
quatiou 

une autre propriété remarquable des courbes du second 
degré. 

Supposons, en effet, que le point ai ^ C appartienne à 
une droite connue dont 1* équation soit 

y = hjf + il, 

on aura C = K«t' -f- (jl , 

et l'équation de la corde prendra cette forme 

tous laquelle il est visible qu'on peut lui satisfaire indé*^ 
pendamment de toute valeur donnée à «.' , en posant 
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a* Ay + &* a/ = o 

c'est-à-dire, an moyen des équations de deux droites 
fixes quelque part que soit pris le point « , C sur la droite 
donnée, et déterminées de position par celle de cette 
droite et par Fespèce de la courbe du second degré. 
Puisque l'équation 

est satisfaite par les valeurs de x et de y que donnent leà 
deux autres , il est clair que la corde yariabk qu elle re- 
présente passera dans chacune de ses positions par le point 
d*intersection des lignes représentées par ces deux der-« 
nières , et cette considération conduit immédiatement aux 
deux propositions suivantes ; 

£tant données dans un plan une courbe du second degré 
AF E {fig- 3ï ) et une droite quelconque BC\ si, après 
avoir mené par un point quelconque D de la droite deux 
tangentes à la courbe et la droite EF qui passe par le» 
deux points de contact , on conçoit que le point D se 
meuve le long de la droite et entraine avec lui les deux 
tangentes , sans qu elles cessent de toucher la courbe : les 
deux points de contact changeront de position , ainsi que 
la droite E F qui les joint ; mais «ette droite passera tou- 
jours par un même point N. 

Réciproquement , si , par un point N pris dans le plan 
d*une courbe du second degré , on mène tant de droites 
EF qu*on voudra, qui couperont chacune la courbe en 
deux points , et si par ces deux points, on mène à la courbe 
deux tangentes ED , FD , qui se couperont quelque part 
en un point D , la suite de tous les points d'intersection 
trouvés de cette maxiière sera sur une même ligne droite. 

3 
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Si 0=6 , récpiation c^Ky'\^b^ j/= o devient Ay +a/= a ,' 
ou celle de la perpendiculaire abaissée du centre sur la drpite 
j^ = Ax -f- /Lt ; ainsi , pour le cercle en particulier , le 
point N ( Jig. 23 ) par lequel passe toujours la droite qui 
joint les deux points de contact se trouve sur la perpen- 
dicMlaire ji G abaissée du centre du cercle sur la droite 
B C; et, réciproquement , la suite de tous les points d'in- 
tersection des tai)Lgentes ED, FD , sera sur une même 
ligne droite perpendiculaire k AN. 

Après avoir résolu le problême de mener une tangente 
à une courbe du second degré par un point a , C pris hors 
de l'espace qu'elle enferme , nous allons supposer mainte- 
nant que ce point est pris sur la courbe même ; alors il se 
confondra avec le point de contact , et il y aura entre «s 
et C la même relation qu entre a; et y, c'est-à-dire qu'on 
aura . 

C* = TU « -|- » a* 
ce qui réduira Téquation ( 3 ) à la suivante 

^ -^ u«+ -^ _o, 

d'où l'on déduira 

^ m -f- a 71 « 

•^= — rë — > 

et , par conséquent pour l'équation de la tangente au point 
«^ C de la courbe du second degré ^ 

En fais^t y = o dans cette équation , on en tire pour 
la partie comprise entre le pied de l'ordonnée du poiilrt de 
contact et le point où la tangente rencontre Taxe 
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X 



TTi'^ a^n ec 



on a donné à cette lîgi;ie le nom de sous-tangente ; le 
signe — qui FafFecte indique qu elle doit être prise à 
gauche de l'ordonnée. 

Si par le point de contact on conçoit une droite per«^ 
pendiculaire sur la tangente , son équation sera 

ainsi — sera la tangente de Fande crue cette 

perpendiculaire , qu'on appelle normale , ' fera avec Taxe 

des X ; et ou la valeur de a; — « correspenr- 

dant ky-^zOy sera la partie de Taxe comprise entre le 
point où il est rencontré par la normale et l'ordonnée- du 
point de contact^ c'est-à-dire la sous-normale. 

Connaissant ainsi la sous -tangente et la sous-normale / 
il est clair que l'on aura , pour la portion de la tangente 
comprise entre le point de contact et l'axe des abscisses^ 

TU "^ fintL 

et pour la longueur de la normale mesurée depuis le point 
de contact jusqu'à Taxe des abscisses 

puisque ces droites sont les h}^othénuses de triangles rec^ 
tangles qui ont pour côtés de l'angle droit la sous-tan-^ 
gente et l'ordonnée^ ou la sous-normale et l'ordonnée. 

4 
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De ces valeurs générales , on passera facilement à la 
valeur que prend chacune de ces lignes pour chaque 
courbe en particulier , en substituant les expressions con- 
venables de m et de 71 ; on aura de cette manière : 
pour Tellipse , 



Sous-tang = — ^îl-^., tang = |/^ C» + ( 

i* I y — P 

Sou«-norm= — (a— «),norm=: 1/^ ^*+-r(^'*^)*i 

pour l'hyperbole , 

Sous-tang = __,tans= (^ c-+(^__.^ 

b" 1 y — 5ï 

Sous-norm= — (ot— a), nonn= r/^ C*-f -f C*-^^)* 

pour la parabole ^ 

Sous-tang = — a « , tang =;=fl 1/^ * v* "^ ^ /* 

Sous-norms ?, norm = Ïj^ p(^+^j> 

et lorsqu'il «era question de calculer , peur une abscisse 
donnée , les valeurs de la tangente et de la normale rela-^ 
tives aux deux premières courbes , il faudra mettre au lieu 

de C* , — (aa« — et*) , ou -^(a* — aact) suivant que la 

courbe proposée sera une ellipse ou une hyperbole. 

En examinant ces diSFérens résultats , on voit que la sous^ 
tangente de l'ellipse est indépendante de b^ ensorte qu*elle 
appartiendra à toutes les ellipses qui auront le même grand 



DU SECOND DEGRÉ/ 121 

axe Qa, et par conséquent aussi , au cercle qui sera dé- 
crit sur cette ligne comme diamètre. On pourra donc 
mener la tangente en un point de Tellipse , en prolongeant 
Tordonnée de ce point jusqu à la rencontre du cercle dé- 
crit sur son grand axe , déterminant celui où la tangente, 
à ce cercle coupe Taxe des x, et joignant ensuite ce der- 
nier point avec le point doùné. 

La sous-tangente de Thyperbole présente un résultat 
analogue en partant de celle de l'hyperbole équilatère. 

Enfin ^ pour la parabole^ la sous -tangente est double 
de l*abscisse et indépendante du paramètre , ensorte qu'on 
la construira en portant sur le prolongement de l'axe une 
quantité égale à l'abscisse, et qu'elle conviendra alors à 
toutes les paraboles qui auront le même axe et le même 
sommet. 

Au reste , chacune de ces expressions peut servir à me- 
ner une tangente à une courbe du second degré -, par 
exemple , si , pour la parabole , on veut partir de l'expres- 
sion de la tangente^ il suffira de couper l'axe des x par 
un arc de cercle décrit du point de contact, comme 
centre , avec un rayon double d'une moyenne proportion- 
nelle entre l'abscisse de ce point et sa distance au foyer, 
et de prolonger ensuite indéfiniment le rayon passant par 
ce point. Si l'on veut partir de l'expression de la normale , 
il faudra couper l'axe des x par im arc de cercle décrit 
du point de contact , comme centre , avec un rayon moy^eu 
proportionnel entre le paramètre et la distance de ce point 
au foyer,. et lui élever par le point de contact une per- 
pendiculaire indéfinie. On pourrait opérer d'une manière 
^analogue pour les deux autres courber. 

Les expressions relatives à l'ellipse et à Fhyperbole, se- 
présentent sous une forme plus simple ^ lorsqu'on trans- 
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porte l'origine des coordonnées du sommet de la courbe 
au centre , c'est-à-dire lorsqu'on fait 

«I = a — ti y pour Tellipse , 
a = a + «t' , pour l'hyperbole ; 

en effet on a alors 



a 
acut 



, ,, } pour la première courbe ; 

. "*" ,„ . > pour la seconde . 

et^ en substituant ces valeurs dans les résultats obtenus plus^ 
haut ^ il vient : pour l'ellipse , 

8ons-tang=:- ^jt— , tang = |/^ "^\ — i? — y* 

sous-norm =: -r * > ^orm = |^ ^ + -j * 5 
et pour l'hjperbole 

80us-tàng= -j^ , tang = p/^ C* + (^ ^. j » 



sous^norm 



= ^«',norm=p/6» + ^«'-; 



C* étant — ( a» — «t'* ) ou -r- ( «t'* — a* ) , suivant 
qu'il sera question de l'ellipse ou de l'hyperbole. 
Si l'on fait les mêmes substitutions et les mêmes trans^ 
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formatiofas dans Téquation de la tangente, on trouvera 

pour l'ellipse ou Thyperbole, et 

pour la parabole, les coordonnées étant prises du centre 
dans les deux premiers cas , et du sommet dans le troi- 
sième ; et ces équations comparées à celles des rayons vec- 
teurs, vont nous conduire à un moyen simple et uni- 
forme pour mener, par un point donné d'une courbe du 
second degré, une tangente à cette courbe. 

Si la courbe du second degré est un ellipse, on a, -f" ^ ^^ 
— c,ou-f-v/a^ — b^ et — \/d^ — Z>* pour les abscisses de 
ses foyers. Ainsi les équations des t'ayons vecteurs mené» 
au point de contact , sont 

et ils font avec Taxe des x des angles qui ont respecti- 

C C 

vement pour tangentes -7 et -7—; — . 

Cela posé , a et a' étant les tangentes des angles que deux 

droites font avec les abscisses, — ; 7 est celle de Tan- 

gle qu'elles comprennent; on pourra donc former sur ce 
modèle la tangente de Fangle que le premier rayon vecteur 
fait avec la tangente à la courbe , et on trouvera pour son 
expression , 
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ou — — , 

Ce ' . 

en mettant^ dana le numérateur, a* i* pour a* C* -f- i* *'• et 

dans le dénominateur, & au lieu de a^— 3^. 

L* équation du second rayon vecteur ne différant de 

h^ 
celle du premier que par le signe de c , on aura ^ pour 

la tangente de Tangle qu'il fait avec la tangente à la 

courbe, et par conséquent— ^ pour celle du supplément 

de cet angle. Or, des tangentes égales pour le signe et la 
quantité répondent à des angles égaux \ ainsi , les rayons 
vecteurs menés à un même point de 1* ellipse , font des 
angles égaux avec la tangente en ce point , et cette con-^ 
clusion s'étend aussi à l'hyperbole, puisque l'équation de 
cette courbe, lorsque les coordonnées partent du centre, 
ne diffère de celle de l'ellipse que par le signe de 6*. 

Si la courbe du second degré est ime parabole dont \a 
tangente ait pour équation 

et dont le foyer ait pour abscisse^ , on aura pour l'équa- 

4 
tion du rayon vecteur mené de ce foyer au poi^t d* 
contact , 

et par conséquent pour la tangente de l'angile que faît c% 
rayon vecteur avec la tangente à la courbe^ 



DU SECOND DEGRE. lûS 

mais l'angle de la dernière ligne avec Taxe des x , ou avec 
une parallèle menée par le point de contact à cet axe ^ a 

aussi pour tangente -^ ; ainsi la tangente en un point 

quelconque de la parabole, divise en deux parties égales 
l'angle formé par le rayon vecteur à ce point, et par la per- 
pendiculaire abaissée du même point sur la directrice. 

De ces propriété! , on tire facilement la règle annoncée 
pour déterminer la position de la tangente en un point M, 
d'une courbe du second degré : il faudra pour Fellipse 
( fig, a3 ) , prolonger le rayon vecteur FM d'une quan- 
tité MD égale à P M y et du point M abaisser une per- 
pendiculaire sur la droite FD ; pour l'hyperbole (^g. a4 )* 
prendre sur l'un des rayons vecteurs FM une quantité MD 
égale au second , et mener MT perpendiculaire à DF ; et 
enfin pour la parabole (^fig- aS ) , mener par le point M 
une parallèle MH à l'axe des x, et abaisser du mémo 
point la perpendiculaire MT sur HF, 

Ces constructions trouvent évidemment leur démons- 
tration dans ce qui précède ; mais il est au reste facile de 
les démontrer, comme les anciens, par des raisonnemens 
purement synthétiques. 

Pour l'ellipse (^g. 23 ) , il suffit de faire voir que la 
somme des ' droites menées des foyers à tout autre point 
iV de la tangente , est plus grande que Taxe AB \ et en 
effet , si l'on tire FD et ND , on aura 

FN+ND>FD, 

ou FN+ F'N~>FM+F'M, 

et par conséquent 

FN + F'N>JB. 
Pour l'hyperbole ifig, u4), on aura 
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fn^nd::>f'd^ 

ou FN — F'N>FM—F'M, 

c'est-à-dire FN — F^N>AB, 

ainsi le point A^ n*est d*abord pas sur la courbe ; en se- 
cond lieu^ il n*est pas intérieur à la courbe^ puisqu'il 
faudrait que la différence FN'^F' N fût plus petite que 
Taxe. 

Enfin, pour la parabole {fig- 25) , en menant à un point 
quelconque N de la droite i^ 7" le rayon vecteur F M, 
abaissant de ce point la perpendiculaire NG sur la direc- 
trice, et tirant NH ^ en aura 

FNoMNH>GNy 

ce qui ne saurait avoir lieu , si le point A'^ était sur la 
,courbe. 

'Réflexions sur les Equations du second degré 

à deux indéterminées. 

Il résulte évidemment de ce qu'on a vu dans le cours 
de ce chapitre , que toute équation du second degré à 
deux indéterminées qui n'est ni absurde ni décomposable 
en facteurs du premier degré appartient toujours à Tune des 
trois courbes que nous avons examinées plus haut ; mais 
cette équation peut s'offrir sous une forme compliquée 
qui ne permette pas de distinguer immédiatement la 
courbe qui en est le lieu. Il importe donc d'assigner les 
caractères auxquels on pourra reconnaître la courbe que 
construit une équation du second degré entre deux indé- 
terminées et ensuite d'indiquer les moyens par lesquels 
on pourra Famener à avoir l'une des formes que nous 
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arons vu plus haut appartenir aux courbes de ce degré. 
Tant que Téquation ne renfermera pas le rectangle de« 
coordonnées, il sera facile de reconnaître la courbe qu'elle 
peut construire : on pourra, pour y parvenir, s'aider des 
observations suivantes. 

Si l'équation ne renfermant d'autres puissances de x et 
de y que les deux carrés, ces deux carrés sont positifs 
dans le même membre , tandis que la quantité toute con- 
nue sera positive dans l'autre membre , cette équation ap- 
partiendra à une ellipse ayant son centre à l'origine de« 
coordonnées et ses axes principaux dirigés suivant ceux 
des "x et y y et cette ellipse se changera en cercle si les 
deux carrés ont le même coefficient. 

Si les deux carrés y^ et ac^ passés dans le même membre 
ont des signes différens et s'il n'y a en même tems d'autres 
puissances de x et dey qae ces carrés, l'équation appar- 
tiendra à une hyperbole ayant pour centre l'origine et 
pour axes les axes coordonnés-,, et cette hyperbole sera 
équilatère si les coefficiens des deux carrés sont égaux. 

Si l'équation ne renferme que l'un des carrés, et n'a 
que deux termes dont le second soit le produit de l'autre 
indéterminée par une quantité connue , elle appartiendra 
à une parabole qui aura son sommet à l'origine, pour 
diamètre l'axe sur lequel ss mesure la coordonnée qui 
n'entrera qu'au premier degré , l'autre axe pour tangente, 
et qui sera toute entière à droite ou à gauche de ce der- 
nier axe , suivant que les deux termes placés dans différens 
membres auront le même signe ou des signes différens. 

Ce que nous venons de dire, pour les deux premiers 
cas, aura encore lieu si l'équation, outre les carrés des 
deux indéterminées, renferme aussi leurs premières puis- 
sances ; seulement les axes auxquels elle se rapportera ne 
seront plus alors les axes principaux -, mais il sera facile 
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de l'y ramener en faisant évanouir les termes affectés de 
cet premières puissances par la méthode connue pour 
faire disparaître le second terme d'une équation. 

De même pour le troisième cas^ Tindétenninée qui 
entre déjà dans Téquation par son carré pourrait aussi y 
entrer par sa première puissance ; il pourrait^ de plus ^ s'y 
trouver des termes tout connus *, le lieu de l'équation ne 
cesserait pas d'être une parabole et par les transforma-* 
tions usitées^ on l'amènerait facilement à la forme ordi-* 
naire. 

Ces remarques ne sont applicables qu'autant que le 
produit xy ne se trouve pas dans l'équation ; mais ce cas ^ 
en apparence plus compliqué^ peut se ramener aux pré- 
cédens enxhangeant la direction des axes pour faire éva- 
nouir ce rectangle et en examinant de quelle manière 
l'équation de condition qui rend nul son coefficient mo^ 
difie pour le signe les coefficiens des deux carrés. 

Soit donc l'équation générale du second degré 

ûy*-f-ftay + cx*-f-fl^ + ex+/=o; ^ 

ti l'on y fait 

y=usin</ +tcos^, a:=:ucos9 — tsin^, 

w et f étant de nouvelles coordonnées rectangulaires qui 
partent de l'origine des x et ^, on aura, en égalant à zéro 
le coefficient de ut^ et en représentant par tti et par n les 
coefficiens de u* et de i* , les trois équations. 

a sin q* + ccosç* ^^hûsiq cos q=zm 

a »inq*-{-csm q*— ftsiaqf cosqzizn, 

et 
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et, d'après ce qu'on a vu plus haut, l'équation du se- 
cond degré sera celle d'une ellipse, d'une hyperbole ou . 
d'une parabole , suivant que les deux çoefHciens m et /i seront 
de même signe, de signe contraire ou que l'un des deux 
sera nul ; c'est-à-dire , suivant que le produit mn sera po- 
sitif, négatif ou zéro ; tout se réduit donc à trouver au 
moyen des coef&ciens' de l'équation proposée reJq>ression 
de ce produit. 

Pour l'obtenir facilement, on ajoutera et .on retranchera 
f uccessivement les valeurs de m et de 71 , ce qui donnera 





m + nzi 


= a +c 
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^(^c^^a) cos 2q 
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+ bsïa*xq. 


ou plutôt 


m + n: 
m — n : 


= a-f-c 
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■m 


— \/a^+b^ 


+ < 


:* -^SLac, 


puisque \ 


équation 


tang aq 


b 


1 



donne 



sm 2q = 



et cosa^ = 



« 

c — a 



formant ensuite le carré de m + n et celui de m — 71 et 
les retranchant l'un de l'autre , on trouvera 

Ainsi , c'est du rapport de grandeur entre les trois coeffi- 
ciens a , 6 et c que dépendra la nature de la courbe du 
second degré, et elle sera une ellipse , une hyperbole ou 

I 
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une parabole^ suivaùt que 4^0 sera plus grande plusi petit 
ou égal à b^. 

Il suit de là qu'aux conditions mentionnées plus haut y on 
doit encore ajouter les suivantes : 

Si des trois termes x*, oy et ^, il ne manque que l'un, 
des carrés, l'équation appartient toujours à une hyper- 
bole ou. n'exprime aucune courbe ; parce que si a ou c 
est zéro, la quantité 4 oc — 6*, se réduisant à t* est es- 
sentiellement négative ; dans ce cas , la courbe aura 
pour ime de ses asymptotes, l'axe sur lequel se mesure 
la coordonnée qui n'entre qu'au premier degré, ou du 
moins une parallèle à cet axe. 

Si l'équation n'ayant que deux termes , l'un est le pro- 
duit des deux indéterminées x et^ , et l'autre une quantité 
toute connue ; elle exprime alors une hyperbole rapportée 
à ses asymptotes. 

Enfin , si les deux carrés x* et y* manquent en même 
tems dans l'équation générale 

ay^ 4" ^ ^y + ^^ + rfy + ex -f- f^=^ o , 
auquel cas on a ime équation de cette forme 

^y + ^y + ^^ + f=o, 

d, e, f pouvant être indifféremment positifs ou négatifs ; 
r équation appartient encore à une hyperbole rapportée à 
^es asymptotes, ou plutôt à des parallèles aux asymptotes, 
puisque les abscisses et les ordonnées ne sont pas comptées 
du centre. Pour les y ramener, on posera 

x = x' — rf, j^=:y — c, 

é 

c'est-à-dire , qu'on mènera parallèlement à l'axe des y et 
dans le sens indiqué par le signe de d une droite qui soit 
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distante de cet axe de la quantité c?^ et parallèlement à 
Taxe des x une autre droite qui en soit éloignée de la 
quantité e. Ces deux droites "seront les asymptQtes , x' et y' 
les nouvelles coordonnées prises du centre, et Téquatipa. 
prendra cette forme 

x'y = de — ./. 

Pour éclaircir ccv qui précède par quelques exemples , 
proposons-nous d*abord de trouver la courbe dont Téqua- 
tion serait. 

En développant cette équation , il vient , 

00^ + ooy +y^==i 

et parce que la quantité ^ac — i* est ici égale à -f- 3 , 
la courbe demandée est une ellipse, et il ne faut plus que 
la construire. 

Pour y parvenir, on remarquera d'abord que Féquation 

étant symétrique, par. rapport à a: et àjf, il en ^résulta 
que tout ce que Ton dira sur la marche des ordonnées 
s'appliquera aussi à celle des. abscisses. Or, si Ion fait 

on aura j'rsrfc/; 

ainsi, les quatre points E^E ^e^e' (j^g". 26), détermi- 
nés , en portant sur deux droites perpendiculaires entr'elles, 
et à partir du point O de leur intersection, les distances 
OE , OE: , Oe , Oe! égales à f ,^ appartiendront déjà à la 
courbe cherchée. Si de plus on résout par rapport à y ré- 
quation 



iSa 



on aura 
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^+y + ^ = i> 
y= --7 • 



Or, ces valeurs de y ne peuvent être réelles qu'autant 
que Ton aura 



ou 



a? < + — — ; 



si donc* ayant pris OK et OG égaux à ■« ■■ ^ on élève 

y 3 

les perpendiculaires KQ et GP , elles seront dans le sens 

des X les limites de la coifrbe. On aura pareillement ses 

limites dans le sens des y, €n menant JPQ et US à la 

distance * ^^.^ de Taxe des x , ensorte qu'elle sera toute 

entière comprise dans le cs^rré PQRS. Pour trouver les 
points où elle touche chacun des côtés de ce carré , on fera 

a? = --?=r dans les valeur! de y, ce qui donnera 
r 5 ' ' 



v% 



pour les ordonnées des ^points où elle touche les lignes 
PK et QS\ on aura dé même 



^ 1 



V^3 



pour les abscisses des points où elle touche les droites 
PQ et RS y ensorte qu'on aura quatre autres points de 
•a direction en divisant en deux parties égales les quatre 
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distances KQ, NQ , GR et RI aux points L, M, F 
et H. ^ 

On pourrait encore déterminer d'autres points et les 
multiplier assez , pour qu'un trait qui les joindrait re- 
présentât avec une exactitude suffisante la courbe pro- 
posée ; maiscpmme elle sera plus facile à décrire lorsqu oii 
connaîtra ses axjBS principaux , nous allons nous proposer 
maintenant de la rapporter à ces lignes. 

Pour y parvenir, on mettra, au lieu de x et de j^ dans 
l'équation proposé^ les valeurs ^ 

u cos ^ — f sin qf 

u sin ç^-j- t cos q , 

qui -servent à passer d'un système de coordonnées rectan- 
gulaires à un autre système de <36ordonnées semblables ^ 

et l'on aura pour transformée 

« 

(i +cos(78in(3f)u* + (i— cos^sinqf)i* 4" (cosqf*-r-simj*) ui=: f. 

Pour que les axes des u et des t soient les axes principaux, 
il faut que l'on ait 

cos^* — sin^* = G ou cos^ = sin ^ , 

* 

et par conséquent (] = 5o'' ; d'où il suit que les axes de 
l'ellipse que nous considérons , sont dirigés suivant les dia- 
gonales du carré PQRS, 

En second lieu, comme de cosç=:sîn^, on tire que 

cos q et sin q sont tous deux égaux à —7=- , on aura pour 

Va 
réquation par rapport à ces axes 

|u* + 1 1^ =^ ou 3 a* + t» = |.. 

Soit pour second exemple l*équation ^ 



i54 
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dans laquelle on suppose a^b. En lui appliquant ce que 
.nous avons dit plus haut, on voit évideniment qu'elle ap- 
partient à une hyperbole équilatère, mais qui n'est pas 
ici rapportée à ses axes principaux. Nous verrons tout- 
à-4'heure comment on peut l'y ramenef : proposons-nous 
d'abord de la construire d'après son équation. 

Soient donc AX et AY {fig aj ) , deux axes perpen- 
diculaires entr'eux. Pour, déterminer d'abord les points 
de la courbe qui se trouvent sur ces axes, ,on fera suc- 
cessivement 07 = €t^==o. Or, à la première hypothèse 
correspondent deux valeurs de ^, y =o, etj^=— a; à la 
seconde correspondent deux valeurs dex, j: = o,x= — ô; 
ainsi le point A d'intersection des deux axes sera déjà un 
des points de la courbe : on en aura encore deux autres en 
prenant sur l'axe des x, ^jB = — 6, et sur l'axe des. 
jf, -<if^'=— a; enfin, elle passera encore parle point ^' 
déterminé en élevant au point A la perpendiculaire 
^ jB' = — i , car l'équation 

^* + cy =: x* + i X 

se vérifie évidemment, lorsqu'on y met — b pour x\ et 
— a pour j^. En résolvant ensuite cette équation par rap* 
port à l'indéterminée x, on aura 



X 



b± {/b^^4y^ +4ay 



or, il est clair que les deux valeurs de x que donne ce té- 
sultat pour une même valeur de y sont toujours réelles, si 
celle de y est positive ; qu'en même tems elles sont tou- 
jours de signe contraire , et telles que celle qui est néga- 
tive , est constammeut la plus grande : ainsi la courbe se* 
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tendra indéfiniment aa-dessus de AX ^ mais de m^ière 
que sa partie la plus considérable sera 4^s le sens des x 
négatifs. ^ 

Mais si y est négatif, ces valeurs de x deviennent 



X 



9 



et ne peuvent .être réelles qu'autant que Ton a fe* -}- 4jf* 
ég^ , ou . plus grand que 4 <^y > c'est-à-dire , 



a 



± y/a'—b'^ ^ ^"t v/fl» — i* 



y= Z , ou^ > 



2 



dans le premier cas , il ne correspondra aux deux valeurs 

^ b 

de y qu'une même valeur de-^a:^::— -; dans le second, 

aux deux, valeurs de j^ il correspondra deux valeurs de x 
différentes de grandeur et de signe , et telles que la valeur 
négative l'emportiera constamment sur la valeur positive. 

Il résulte de-4à , que si ayant mené du point B la tan- 
gente BE au cercle décrit du point B' comme centre 
avec un rayon b , on porte la moitié de cette «tangente 

qui sera (/ a* — 6* du milieu D de A A' , aux points F, 
et F' , les perpendiculaires FC^ F* C élevéeè à ces points 
sur AY y détermineront par leur rencontre avec la droite 

P P^ menée parallèlement à y^ F et à la distance — 

des points C et C qui appartiendront à l'hyperbole ; le 
premier sera le sommet de la branche supérieure ACB , 
*fe second sera le sommet de la branche inférieure ACB' 

* • 

Les sommets ainsi déterminés , il est facile de recon- 
naître que les diamètres principaux sont les droites PP^ 
et DO , et que le point O de leur intersection est k 

4 
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centre de la courbe ; ce qui suit aussi de réquation pro< 
posée , puisque pour Tamener à sa forme ordinaire il fau- 
drai^pbser 

ce qui donnerait 

a/ ety^ étant de nouvelles coordonnées rectangulaires prises 
du centre. • 

Si Yon voulait déterminer les points où la courbe pro- 
posée est rencontrée par la droite dont Téquation est 

a * 

il faudrait éliminer x et y entre cette équation et Té- 
quation 

^* + cîy == a:* + i X, 

ce qui donnerait 



X 



= 0,^=0 et a:=— 6, ^=*— /r^ 



ainsi la droite rencontrerait la courbe aux points j4 et B', 
et passerait par conséquent par le point O, ce qui suit d'ail- 
leurs de son équation , puisqu'elle se vérifie pour les va- 
leurs 

b ' a 

""2* ^ a* 

Si cette droite faisait avec Taxe des x un angle de 5c*, 
son équation serait 



y= 



X 



> 



et cette valeur àe y ^ mise dans F équation de la. courbe^ 
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^ ne pourrait y satisfaire qu'autant que l'ou aurait 

or, en introduisant cette supposition dans l'équation 

j^* + oy = x^ + bx , 
elle devient 

y^ + CLy :=: oc^ J^ ax y ^ 

et donne un résultat identique 

s. 

= 0, . ^ 

lorsqu'on y fait 

y=x. 

Pour expliquer ce résultat , on remarquera que l'équa- 
tion 

^a -f- ay = a;* + ax , 

pouvant être mise sous cette forme 

y* — ar*+a^ — 007=0, 

ou Cy— ^) Cy+^ + û) =0, ^ 

t 

n'appartient plus alors à une courbe du second degré; 
mais au système de deux lignes droites, dont l'une qui 
a pour équation 

y=x, 

passe par les points A et O ( fig, 28 ) , et dont l'autre qui v 
a pour équation 

yz=i—x—a, ' 

est une perpendiculaire au point O de la précédente. 

Pour second exemple du genre hyperbolique prenon» 
l'équation 

u,xy +j^*=r 1 
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et soient AX et AV{fig. 29 ) les axée rectangulaires aià*' 
quels elle se rapporte. 

Pour y z=o, onaa: = oo , ainsi Taxe des x est une 
des asymptotes de l'hyperbole proposée ; en faisant en- 
suite a:=:o,ouaj^=+ 1, ainsi deux points de la courbe 
sont placés sur l'axe des y , Tun au-dessous , l'autre au- 
dessus de l'axe des x , et tous deux à l'unité de distance. 

En résolvant maintenant l'équation par rapport à j^, il 
vient t 

y = — x+V^i+x'*; N 

ainsi Ton construira la double ordonnée qui répond à 
chaque abscisse positive u4P en portant l'hypothénuse 

£P = ^/i -f- x* de l'un et de l'autre côté du point P ; 
jiE = PE — AP = \/i -j- ^* — ^ sera l'ordonnée po- 
sitive PMy et AD=PD -^-AP^i \/i + ar* +x sera l'or- 
donnée négative PM\ 

A cette première remarque déjà propre à construire Ta 
courbe , on pourra encore joindre les suivantes qui sont 
des conséquences immédiates de la forme de son équa- 
tion. 

La différence — x-f- V^i-f-a:^ est d'autant plus petite 
que X est plus gran^ , sans pouvoir jamais s'anéantir ; la 

somme x ^' yi + x^ augmente au contraire en même 
tems que x ; ainsi , la branche de courbe placée au-dessus de 
l'axe des abscisses en approche de plus en plus sans pouvoir 
jamais le rencontrer, tandis que la branche qui est au-dessus 
dû même axe s'en éloigne de plus en plus : ces circons- 
tances se reproduisent , mais en sens contraire , lorqu'on 
passe du côté des x négatifs, puisque, pour une abscisse 
.négative - — x, les valeurs de y ont la grandeur qu'elles 
auraient pout la même abscisse prise positivement , et se 
présentent seulement dans un ordre inverse, 

Occuponà-nous maintenant de rainener aux formes pré- 
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cédemment trouvées pour l'hyperbole Téquation proposée, 
et, pour y parvenir, bornons-nous à changer la direction 
des axes, en conservant l'origine qui est v déjà placée aa 
centre de la courbe, puisque — x et — ^ mis en même 
tems dans son équation , n'y apportent aucun change- 
i ment. 

On fera donc seulement dans cette équation 

or = u cos q -j- t cos p 
y z=zu sinq + t sin p, 
et la transformée 

flsin^cosi/ > ii*+2sinpcosp ^J f*+âsin/7Cos^ } ut-=i 
-f-sinç* y + sinp* } +2cospsin^ 

+2sinpsin^ 

sera, par rapport à deux diamètres quelconques, l'équation 
de l'hyperbole proposée. 

. Ces diamètres seront les asymptotes, si les termes affectés 
de u* et de i^ disparaissent , c'est-à-dire, si l'on a les deux 
équations 

12 sin </ cos ^ -f- sin (7* = o, 

2 siû p cos p + sin p* = o. 

On tire de la première 

sin ^ == o et par conséquent cos </ = i , 

c'est-à-dire, que l'une des asymptotes se confond avec l'axe 
des -a;; dès-lors, la seconde équation he peut pas être 
satisfaite par l'égaHté à zéro du facteur sinp, et elle se ré- 
duit à ' 

â cos p -|- sin p = o, 

qui donne ' 
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tangp=.— 2, 

et détennine ainsi la direction de la*seconde asymptote. 
La transformée se réduit en même tems à 

2 sin p . ut •==: 1 , 

et , en mettant pour sin p la valeur —rz: que donne Téquà- 

tion tang p = — a , on trouve enfin 

-, ï/5 . 
ut=^ 

pour réquation de Thyperbole en question rapportée à ses 
asymptotes comme axes coordonnés. 

Elle sera rapportée à deux diamètres conjugués quel- 
conques , si ^ au lieu de faire nuls les coelficiens des deux 
carres^ ou/ écrit 

. sin p cos q + cos p sin qf + sin p sin ^ = o, 

et ces diamètres deviendront les a;xes principaux si^ à cette 
première équation^ on ajoute cette autre 

p — ^=100"?, 
ou les relations 

* 

sinp=cosqf, cosp=— sint/ 

qui s'ensuivent. 

Par la substitution de ces valeurs, la première équation 
deviendra 

COS q^ — sin <jf* + sin q cos çj= o , 
eu tangq* — tang(/ = i 
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î4t 



• et donnera 



tangç 



— -; ^ 



tt par conséquent 

sin9=— cosp = 



V lQ + 2 V/5 



14-1/5 ' ^ 

cos9= sinp= ' ' _ y 

V io-(-2 V 5 

lesquelles valeurs étant, mises a leur tour dans F équation 



52sm(7cos(7 
+ sin 9* 



I u*-f-2sinp cosp ^ t*=i, 
I + sin p* 5 



à laquelle Téquation générale se trouve alors réduite , don- 
neront pour l'équation aux axes de l'hyperbole proposée 

— — — ^^ ^-^ — 7^* =^ 

10 + 2^5 io + aV^5 

ou * , 

(3+ V^>U* — fli*:±=l + \/1y 

en chassant les dénominateurs et divisant par le facteur 
commun 2 V^5. 

u et i éjgaïés successivement à zéro dans cette équation 
donneront les longueurs des demi-axes ; ainsi tout sera 
connu dans, ce système, puisque ces axes doivent passer par 
l'origine des x^ty y et que leur direction par rapport à 
ces coordonnées primitives est fixée par les équations : 

1+ V^ 



p — qf = ioo<*, tang^=; 



a 



Proposons-nous pour autSre exemple l'équation 

y*— a ay -f- xî — a:= o. 
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On a ici a== i , i=— 2, c=i, et par conséquent 
&^ — 4ac= o 4 ainsi la courbe demandée est une parabole ; 
en second lieu cette parabole passe par Torigine des coor- 
données , puisque ppur xrxo on a^ = o, et enfin elle 
est toute entière à droite de Taxe desj^, puisque l'équation 
donnée pouvant s'écrire ainsi , 

y — x = + ^ X , 

fait voir qu'on ne peut attribuer à x aucune valeur néga- 
tive. 
La même équation résolue par rapport à x , donne . 

^y+i ± \^4y+^ 

et montre évidemment qu'il correspondra deux valeurs 
réelles de l'abscisse à chaque valeur positive de l'ordonnée, 
mais que les valeurs de x cesseront d'être réelles, lorsque 
l'ordonnée devenant négative sera plus grande" que ^ : à ce 
maximum des ordonnées négatives repondra une abs- 
cisse =: + -', la courbe passera donc par le point dont les 
coordonnées sont x=:+ 5: et^=— | , aura pour tangente 
la parallèle menée par ce point à l'axe des x , et sera toute 
entière au-dessus de cette parallèle. 

De nouvelles valeurs données à x dans T équation 

on à y dans l'équation 

conduiraient facilement à la description de la courbe ; 
mais on y parviendra plus aisément encore par la substi- 
tution des valeurs 

u cos <7 — ^sin ^ -}- a 

u sing + tcos <jf + i , 



/ 
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aux coordonnées xety , dans la première de ces deux équa- 
tions. 

On a de cette manière : ; 

(sin^ — cosç)*u* + (sin^ + cos q y ^' 

+ a («in 9*— cos qi*) uU 
4" { 2 ( fc — a) ( sin ^ — cos </ ) — cos q }i\ =o, 
+ { 2 ( i r— a) ( sin 9 + cos iqf ) -}- sin ^ J i^ 

+ { i — a )* — a 

et il faut , pour arriyer à la forme ordinaire de 1* équation 
de la parabole , égaler à zéro les coefiiciens de u^,^ ut ^ t 
et le terme constant , c'est-à-dire poser jies égalités : 

sin ^ = cos q 

4(^ — â)-fi=i:o 

(6 — a)* — a=:o, 

ce qui réduit la transformée à 

( sin 7 + cos q Y f 
+ { 2 (i — a) (sinijf — cos^) ^ cos q | 

dans laquelle il ne faut plus que mettre pour sin .q, cos q^ 
a et b leurs valeurs. 

Or^ les équations posées plus haut donnent 
q == 5o% sin q = cos q = — ^ , 

ainsi la parabole proposée aura pour sommet le point dont 
les coordonnées sont •— et — ~ par rapport aux axes pri- 
mitifs des X et des^; son diamètre principal x:oupera Taxe 
primitif des x sous un angle de 3o'' , et son équation par 



:h»- 
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rapport à ce diamètre et à la tangente à son sommet^ 
sera 

£n£n, pouï dernier exemple, soit encore Téquation 

. et déterminons , par rapport à deipc droites connues AX 
et A Y ijig- 3o) supposées rectangulaires, la position de 
la parabole qui en est le lieu géométrique. 

On fera d'abord j^ = o , ce qui donnera 

» 

x = G et a: = i ; 

ainsi la courbe passe par Vorigine des coordonnées , et on 
aura encore un autre d£ ses points en prenant sur Taxe 
des X , AM=b. 

En résolvant ensuite Téquàtion par rapport à a: , on aura 

b±{/b^^4ay 

^- Z ^' 

et comme .ces valeurs ne peuvent être réelles pour les va- 
leurs positives de j^ , qu'autant que ces dernières sont égales 

ou plus petites que -r — , le point le plus élevé de la 

courbe se trouvera nécessairement sur la droite BA^ me- 
née parallèlement à Taxe des a? , et à une distance de cet 

axe = ^ — . Pour achever de déterminer ce point, on fera 
y = -j — dans l'expression générale des valeurs de ar , c« 
qui donnera a? = - , ^ 
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et indique par conséquent qu'il est en ^ à l'intersection 
de là droite B J! avec la perpendiculaire élevée sur le 
milieu de A. 

Ainsi la parabole proposée aura son sommet en A , et 
passera par les points A et M. Il suit évidemment de là 
qu elle va s'étendre à l'infini au-dessous de la droite AX ^ 
et c'est ce qu'indique aussi l'équation proposée , puisque 
les valeurs de x qu elle donne pour une même valeur , né- 
gative de y sont constamment réelles , quelle que soit la 
grandeur de cette coordonnée. 

Enfin ^ si l'on veut ramener Téqi^ation 

«* + oy — fta: = o, 

à la forme ordinaire de l'équation de la parabole, il suf-^ 
fira d'y mettre a:' + « pour x , ^' + ^ pour j' , et de 
déterminer a et € par la condition que le coefficient da 
X dans la transformée , et le terme tout connu soient 
nuls , ce qui donnera 

et réduira l'équation à 

dans laquelle les coordonnées y se mesurent sur la per- 
pendiculaire A! P et à partir du sommet A! , 

Nous n'ajouterons rien à ces exemples, qui, avec lèa 
réflexions qui précèdent , suffisent pour faire connaître la 
manière dont on doit s'y prendre , et les considérations 
que l'on doit employer pour résoudre tous les problêmes 
de cette espèce. 
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D^ courbes du second degré considérées danâ 

le côncé 

Les courbes que nous venons d «xaminet sont aussi celles 
que Ton obtient en coupant par un plan quelconque une 
surface conique à base circulaire ; voici comment on peut 
constater cette identité. 

fiappelonsHDOus d*ai»atd €pie la stirfaçe ^ question ^st 
engendrée par une droite définie -q^^ -ét^t asâujétie à 
passer toujours par Un point donné , se meut de manière 
qu'elle s*appuie constamment sur une circonférence donnée 
qui la dirige dans son anouvexuent; il «uit de là qu'elle est 
formée de deux nappes qui ^ toutes deux partant du point 
^dosné^ s'étendent à 1 -infini -en «mbrassast «m espace de 
"plus «n plus gcand à meeure tfuVlIes «'éeaitenft de leur ori- 
'gtne y et le point donné se nomme -centre de la surface co- 
lique y parée que si Ton conçoit deux ^ans placés à égale 
distance de de point etparaUèlement entr'eux, la partie de 
la génératrice, dans Tune quelconque de ses positions cora-» 
prise entre ces deux plans , sera divisée à ce centre en deux 
parties égales. 

' Cela posé , soient SAB (^fig* 3i) , une surface conique^ 
à base circulaire , S son .centre , ACBD la circonférence 
de cercle* qui dirige le mouvement de la génératrice SA, 
«t O le centre de cette circonféreoce. 

Si d'abord , par le centre de la surface cotdque et par * 
celui de sa ba«e, on mène^an-plAn, ilt^encKEMKtreca les deux 
nappes à» la suifaee , et «déterminera pour iaterseodonsdenoc 
triaugles S€jy y Se d op^o&é» par le sonimet, puisque les 
lignes se , SD ^e ;Serjon^ aulTf chose ^e d^ux poiitiioas de 
la génératrice. 

Si , ensuite > on mène le plan coupant parallèlement à la 



ï^^ACBD i il nç r^nço^trera que la nappe inférieure j, son 
intersectiûu avec çcttç nappe sera un^ courbe feméç 
4'C'B'iy , et cette courba $iera une wuveUc circonfé- 
rence de cercle, puisque les liguée J'Q' et CQ^ <J^T^tj( 
à càu§e des trian^? $#roblabM AOS et À'Q'S^ ÇQS et 
C'O'5 , être danà Iç m4m? rapport que leô ligue» é^d 
AO et ÇO orront au^sji égales «ntr elleà. 

Maintenant , si Ton conçoit ijue le plan coupant touF«^ 
naut autour de la ligne €'0 comme charnière, pàss@ de 
cette dernière position à k précédente , la courbe d'inter*- 
Section è'éloignei-a de plus en plus de la circonférence dé 
fcercle pour se rapprocher dû triangle ; et d*abord ^ tant que le 
plau çoiipapt ftr^ aypç J^ géuératrice $4 un angle uuwu- 
dre que 200 degrés, il ne rencontrera toujours que la uappii 
inférieure, l'intersection sera toujours ùue courbe fermée 
et de plus en plus alongée. Arrivé à aoo dégrés, et par 
conséquent parallèle à la génératrice , elle ne rencontrera 
encore que la nappe inférieure , mais l'inter section pe^er|t 
d'être une courbe fermée , et elle se dessinera sur la sur- 
face conique en s'élargiâsttit avec elle. Àu-^elà de Ooà 
degrés, le plan coupant rencontrera lés deux nappes . fpr- 
hier^ dan? chacune d'elles une intersection , et ces deux 
intersections séparées par un interv^e qui ^era d'autant 
plud grand que le plan sera plus éloigné du centre du cône 
ë'étendrout à l'infini ch^çuue daué }e sçqs de la nappe sur 
Jaqùellç ellç se trouy.etg décrite. 

tl est déjà facile de reconn^re une grande an^ogia 
entre ces diff^fentes interSectioBâ et lejs courb^^ précé-» 
demment examinée^ , la simple coBsidération des tHangle^ 
«çmM^ed que noùsotfre 1^ figure , va nous démontrer qu'ic>j| 
fi rélUpse dans le preiÉler cas, la parafaojie dans, le sepoud et 
rh3rperbole dans le troisième. 

Sdeat eu effiet ^ IM^m k eoiii})é |j'iat^r$.ejctîpn da^^ le 
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premier cas , et GH la trace du plan coupant sur le pl^ 
de la base ; concevons que la position du triangle par Taxe 
SAB soit ménagée de manière que sa trace AB , sur le 
plan de la base ^ soit perpendiculaire à GH-, soient main- 
tenant FMEm y F'M'Efm! deux plans menés parallèlement 
à la base ACBD ^ et donnant par conséquent pour intersec- 
tions des circonférences de cercle;F£ et F'iï' seront les inter» 
sections des plans de ces cercles avec celui du triangle par 
Taxe; Mm et M' m! seront les intersections des mêmes 
cercles par le plan coupant » et parce que les lignes AG et 
Qff sont perpendiculaires entr'elles^ leurs parallèles FE 
et Mm , F'E* et M'm' seront aussi à angle droit. 

Cela posé , les triangles semblables IPE et If S , VPF 
€t VF' F' , donnent 

ip : IP" :: pe : PB! 
rPM'F ::PF: p'f\ 

et en multipliant par ordre 

ipy^rpiiy y. rp' ::pexpf:P'e'xp'f'; 

inais par la propriété du cercle , les produits PE X PF ^ 
P^Ef X P*^ sont respectivement égaux aux carrés de^ 
ordonnées MP et M'P y ainsi, on aura 

Tm : P'W :: ip x i'p : JP x /'P', 

c*est-à-dire que les carrés des ordonnées à la courbe IMF m 
sont proportionnels aux rectangles des abscisses correspon- 
dantes, ou aux produits des distances du pied des or-< 
données à cbacim des sommets de la courbe, ces ordonnées 
tombant entre les deux sommets; et c*est là, comme on l'a 
vu page 77, une propriété qui appartient exclusivement 
i Tellipse. 

Si le triangle SJT était «embli^Ie au triangle SAB, 
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sans que la ligne // fut parallèle à AB , ce qui aurait lieu 
ai l'angle Sir était égal à SAB et Sfl à SB A , alors les 
triangles £P/ et FJ^P étant semblables entr'eux comme 
les précédens ^ donneraient 



«t par suite 



a cause de 



EPxPP=iP X rp. 



PM^IPKl'Py 



PM=EP XPF. 



La section /JfTm serait donc alors une ellipse rapportée à 
ses diamètres conjugués égaux, ou même un cercle si les or- 
données PM étaient perpendiculaires au diamètre IT , et 
cette circonstance aura lieu si la trace GH du plan cou- 
pant sur la base du cône est en même tems perpendicu- 
laire sur la droite G A \ et sur la droite GI , c'est-^-dire ai 
elle est perpendiculaire au triangle SAB mené par Taxe , 
et si par conséquent celui-ci est lui-même perpendiculaire 
au plan ide la base du cône et au plan coupant. 

Passons maintenant à la figure 33 où le plan coupant ren- 
contre à la fois les deux nappes du cône ; concevons le 
triangle par Taxe déterminé comme dans le cas précédent , 
un plan parallèle à la base donnant pour intersection le 
cercle EMF, et les ordonnées PM et P'M^ obliques par 
rapport aux abscisses IP , IP^ de la courbe M'Iw! , mai5 
perpendiculaires aux abscisses PEetPF, P'A et P'B des 
deux cercles AM^B , EMF. 

Les triangles semblables PI' F et PÏB, EIP et ^/Pî 

donneront 

jfpijfpf :: PFiP'B 
IP : IP' :: pe : ap"^ '- 



et par conséquent 



j-f 



l5o bESCQUJlBES 

rp X IP î PP' X /P' :: PFXP£*éPB% jtP'y 

piais on a d'ailleurs 

PF X PE:s=:¥m\ P'JI X ^P" c= /'•M ', 

on en conclura donc 

p]^*: p^M' :: rp x /z' ; pp" X /p", 

c'est la propriété connue de l-bjperhole. 
Enfin si Ton considère la figure 34 ^ "^ pl^ ^^ 



posé parallèle à Tarrête du cône^ tont le reste étant d'^ilr 
ïeutt mené conune ci-dessus | on aur^ 

PF:=zPB, 

IP 2 /P' :; EP" : AP'^ 

par Suite 

iPiiF :: EPXPF;AF:XP'J^H 

pt par conséquent 



-»— « 



pm: p'm' iiiPim^ 

propriété qui caractérise la paral>ole. 

pe la manière de ùrouver tes courbes du 
second degré par la conru^issancç de ^u$l^ 
ques propriétés. 

On peut, en partant deS pmpriétiB que nous avons tu 
caractériser les courbes du «econd degré ^ parvenir direc-i 
tement à leurs équations \ les problèmes suives en fouç^ 
liront dei exemples. 
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Pf^mier problème, TreuTer la cotirbe pour chaque»* pomt 
Jlf de kqueQe \e» droite» MA et Mi^ menées de ee potmt 
à detpc -pcmU fixe» utf et B f&Htt av«c k dîtoke AB qvi 
les joint des angles MAB ^ MBA eompiéitteiit l'un de 
Tautre. 

Prenons ta droite AB pour Taxe des x et son milieu C 
pour l'origine des coordonnéeç ; nommons a: et j' les coor- 
données du point M y et a a la distance des deux points^ 
£xes y on aura : 

tfling MAB^ -^, 

tang MBA = ■ ^ -* • 
et par conséquent , pour l'équation de la courbe demandée 



Jl 



a;^ — a^ 



1=0 



le signe «1- répondant au cas oà c est la somme des deux 
angles qui doit être égale à un augle droit ^ et le signe -— à^ 
celui où. c'ê6t la différence» 

On tire de cette équation 

j^^ ±: X* = d= a? ^ ^^ 

et en la rapportant aux modèles {nréoédemment trouvés , 
il est clair que la courbe demandée est un cercle dans te 
premier cas et une Hyperbole é(piilatère dans le second. 

Second problème. On demande la courbe dont la somme, 
des distances à deux ppint$ fixes connus de position , est 
par-tout égale à ime ligne donnée sa. 

Soient F etf(^Jlg. a^) ^^ ^^^^ poii^SL fixes. Prenons. 
la dreite qui les joint pour Paxe des x , et le milieu C de 
f;ett6 droite pour l'ocigine d^a çooardpnnées. Portons ei^-r 

4 
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suite sur Taxe Ff et de chaque côté du centre des quan-* 
tités Cji ^ CB , :=z a, et après avoir désigné par c et — c 
les abscisses des pioints fixes , désignons par x et ^ les 
coordonnées d'un point quelconque M. 

Cela posé , si ce point M appartient à la courbe ^ on 

aura FM+fM = AB, 

ou 

£n posant 

cette équation deviendra 

^ {x — c )* -J- y* -|- JB = 2 a ; 
et on en tirera ] 

ou en mettant pour z* sa valeur , et réduisant ; 

et par conséquent 

a* + c a: 

z := ! . 

a 
Cette valeur substituée dans Téquation 

donnera 

a:*-f-2ca; + c*-f-^*= ^ , 

et par conséquent pour Téquation de la courbe 'cherchée/ 
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{a^ — (^) ( X* — a* ) + cz» y = o. 

Si a est plus grand que c, e'est-à-dire , si la distance 
des deux points Gxes est moindre que a a , cette équation 
du second degré appartiendra à une ellipse , et en parti- 
culier à un cercle , si c = o ; elle appartiendra à une hj-^ 
perbole ; si au contraire a est moindre que c , c'est-à-dire , 
si la distance des points fixes est plus grande que la ligne 
donnée 2 a', et enfin elle appartiendra à la droite Ff 
même ^ si a est égal à c. 

Troisième problême. Trouver la courbe dont chaque 
point est autant éloigné d'une dreite connue de position 
que d'un point fixe également connu de position. 

Soient A C (Jig- a5 ) la droite donnée et F le point 
fixe. Il est clair que si de ce point on abaisse sur AC\9. 
perpendiculaire AF y\à milieu B de la distance A F sera 
déjà un des points de la courbe cherchée. Soient ce point 
l'origine des coordonnées y A F l'axe des x , et désignons 
par c l'abscisse B F àxL point fixe , et par x et y les coor^ 
données d'un point quelconque M, 

On aura d'une part 

FM= Vf + (c — x)», 
d'autre part Ç ifef = x + c , 

et comme ces deux distances doivent être égales ^ si le 
point M appartient à la courbe cherchée ^ on aura pour 
bon équation^ 

y + (c — a:)» = (a: + c)S 
ou jr* = ( X + c )* — ( a; — c )• , 

c'est-à-dire J'* = ^cx y 

équation d'une parabole dont le paramètre est 4 ^« 



l54 D s s C O U R B E C 

Quatrième problême. Trouver la courbe telle que si de 
deux points Éxes y on mène des droites à chacun de ses 
points , tes droites font des angles égaux aivec la tangente 
an même point. 

En conservant les mêmes dénominations qoB dans lo 
problème premier^ soient de pins MR (fig. sS) la di- 
rection de la normale a« point M^tt a Tabscisse du point 
R y il suit évidemment de fénoncé du problème , que la 
droite MR doit diviser Tangle F^Mf en deux parties 
égales; ensorte qu'on aura 

FR:FM::fR:f3f, 
ou F/: FM+fM :: fr : fm^ 

c'est-à-dîre , 



On tire de cette proportion, en faisant le produit de^ 
extrêmes égal au produit des moyens et réduisant 

c + «fc c«*— « 



équation qui ne renferme plus d*aûtre inconnue que a: 

Or , la distance CR == « est l'abscisse du point où I^ 
normale vient rencontrer l'axe des x , c'est-à-dire , la va-s 
leur de a/ qui dans l'équation générale de la normale ^ 

coirespond à ^' = o , on aura donc 



(*) x^ ety dans cette ëquation reprësentmt les coordonnées d*uti 
point quelconque de la noxjmàe^ et « et ,^ ks (j^pordona^ec du poini 
de con(ac(. 
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. dx ' 

et pour réquatîon diiFérentielIe de I9 courbe cherchée , 
Xx + c)dx.+ydy (x — c)dx +ydy _^ 

Des deux termes qui forment le premier membre de 
cette équation^ le premier à évidemment pour intégrale 

j/(a7-f-c)^+^*, et le second ^/(x — c)*-{-y; on aura 

donc en intégrant V^(a?4-cy+y -f- j/(aî — c)^+y = 
constante. 

Ainsi ^ pour la courbe cherchée, la somme des deux 
didtances FM tt fM^ ou leur différence , à cause de 
Tambiguité du radical y est une quantité constante ^ pro- 
priété qui caractérise Téllipse et l'h3rpeibole qui ont leur 
centre au point C ^ et la droite qui joint les points fixes 

On pourrait aussi se proposer de trouver la courbe telle 
4^e la tangente d'un point quelconque coupe sur les per-* 
pendiculaires élevée» en deux points donnés de Taxe des x 
des parties doût le produit est constamment le même y maîa 
on trouvera la solution complète de ce problême dans le 
^un^ro \%% de la théorie des fonctions analytiques^ 
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NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 

-LVX à ir I ê RE de déterminer la position d'un point sur un plan, page i 
De Tëquation d'une ligne. 3 

Pour trouver les points de rencontre de deux lignes qui se coupent , il 
faut supposer que les coordonnées de J'un'e sont les mêmes que celles 
de Tautre. 4 

Pour trouver les points oîi une ligne rencontre Tun des axes coordon- 
nés, il faut supposer nulle dans Pëquation de cette ligne la coor- 
donnée qui se mesure parallèlement à Tautre axe. ibid, 

*- CHAPITRE PREMIER. 

Equation de la ligne droite. 5 

Examen des différentes circonstances du cours de la ligne droite d'après 

son équation. 6 

Construction de la ligne droite d'après son équation. 7 

Equation d'une droite qui passe par deux points donnés. 9 

Expression de la distance de ces deux points. 10 

Expression de la tangente de l'angle que deux droites forment entr'elles. i r 

Ltts angles que forment enti 'elles les directions de trois lignes droites 

quelconques tracées dans un même plan , sont tels , que chacun d'eux 

est toujours égal ou à la somme des deux autres , ou à leur diffé- 

rence , ou à la somme de leurs supplémens. iàid. 

Condition pour que deux droites soient parallèles. la 

— — — pour qu'elles fassent un angle droit. «W</. 

■ potir qu'elles fassent un angle demi-droit. iàid» 

■■■ - I •^ pour qu'elles fassent un angle dont la tangente soit m. iàid. 

Equation de la parallèle menée par un point donné à Une ligne donnée, i) 

— . ■'■ de la perpendiculaire abaissée d'un point donné sur une ligne 

donnée. iBid, 

de la droite menée par un point donné, de manière à en couper 



«ne autre sous un angle demi-droit. i 
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. « .■^..-«1 dé la droite men^e par un point donn^ , de manière* à en couper 
une autre sous un angle dont la tangente soit m., ibid, 

Expression générale de la distance du point donné au point de rencontre 
et applications à difierens cas particuliers. i5 

Equation qui donne la tangente trigonométrique de Tangle que doit 
faire avec Taxe des » la ligne qui divise l'angle de deux droites en 
deux parties égales. i6 

Construction graphique qu'elle fournit pour résoudre le problème de 
la bissection de Pangle. i8 

Application à un problème. 19 

Application des différentes formes sous lesquelles peut se présenter Vu' 
quation de la ligne droite à la résolution de quelques problèmes, ao 

Les trois lignes menées par le sommet de chaque angle dVn triangle e» 
par le milieu du côté opposé se croisent toutes en un même point, ai 

Xjes perpendiculaires élevées sur les milieux des trois côtés d'un triangla 
se coupent au centre du cercle circonscrit. M 

Xes trois perpendiculaires menées des angles d'un triangle sur les côté» 
opposés , se croisent toutes en un même point. ^4 

JLes trois points de rencontre dont il est question dans les trois théo- 
rèmes précédons sont , dans tous triangles placés sur une même ligne 
droite. j ihid, 

Solution analytique et graphique du problème d'inscrire un carré dans 
un triangle. a5 

Solution analytique et graphique du problème de mener par un point 
donné dans l'angle- de deux droites , une troisième droite terminée 
Juix deux côtés de l'angle et dont ce point soit le milieu. 37 

CHAPITRE SECOND. 

Equation générale de la circonférence de cercle. 3d 

n en résulte que trois conditions non identiques comme trois points 
non en ligne droite , déterminent de grandeur et de position iriie 
circonférence de cercle. ibid. 

Différentes formes que peut prendre Téquation de la circonférence de 
cercle. ^* 

La plus simple est Péquation a:*-f-y* = r', les coordonnées sont 
alors rectangulaires et leur origine est au centre. ihid* 

Lorsque les axes étant rectangulaires, l'origine est un point de la, 
courbe et qu'un des axes passe par le centre , l'équation du cercle 
est de la forme 9^ 4- /" — VkrxzzOy on en tire immédiatement 
différentes propositions. 3? 

%^Vfi perpen4i^ulaii« abaissée d'un poiat de la «irconfércace sut uk 
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diam^cre , est mojeofM proportiooju^e entie les parties de ee éît^ 
mètre. i^m/v 

téSi corde qui joint k lOBUBet de eeue pèrpendicnlain avec VejÈbbaM 
du diamètre , est moyenne proportiooneUe emre le diamètre entier 
et le segment qui lui correspond. ihfd* 

tJn angle à la eirconférence est droit qiuind ses c6tes passent par les 
extrëmitf^s du diamètre. 33 

Combinaison de T^quation db la eitsonf&eqee du eercie avec ■ V4qa9^ 
tion de la ligne droite. idùi' 

Les circonférences concentriques sont par^>4ont tfgalfbment distantes. 34 

Si l'en mène une droite qui Bèneontrè à-ia^ois deux eirconfërençes 
cmicentriqnes , des portions égales de cette droite seitont interceptées 
entre les deux cincon^énencfiB. iàid» 

La perpendiculaire f^wée sur le milieu d^ane corde menée dans un 
cercle , passé par le cenXre du cetde et réeiproquemenl. 3S 

JDeux sécantes menées d^un même poim bors d'an cercle, 9oat réci- 
proquement proportionnelles à leurs parties extérieures. iéid* 

Deux cordes d^un même cercle se coupent en raison réciproque, f >idl. 

& d'un mhne poitit pris hors d^un cercle , on mène une tangente et 
nne seeante, la tangepite est moyenne proportionnelle entre la sé^ 
canfie entière et sa partie extérieure. iàid. 

Dans tout quadrilatère inscrit ^ diagoqiaWf èrfliogonales , la somme 
des carres des quatre segmens des diagonales eSt égale an carré 
du diamètre. 36 

Dans tout quadrilatère inscrit è diagonales onfiogonales - la somme des 
carrés de deux queleonques deê c6tés opposés, est égaie au carré 
du diamètre. 37 

Si d^un point quejceinqve pris si|r la surfacç d^nn cercle , on mène 
deux cordes quelconques orthogonales,- la somme des carrés de ces 
deux cordés sera tovionrs égale ai^ double carré du (Uamèfioe , ipipilks 
qjuatte fois le carré de la distance du poixit d'iAteri^ctipo des de«x 
cordes an centre du cerclé. 3^ 

Equation de la tangente à un cercle par un poinf pris w la circonfé-' 
rénce ; elle est eeUe de la pe^ndiçttla,ire à rext^émité d|i rayon ip^epé 
au point du contact. Ay 

Equation de la tangente à qu cercle par un point pris au-dehors* cpi|8^ 
truction qu^elle fournit pour la solution graphique de ce problème, ^i 

Par un point pris hors d'un cçcple , mener upe droite , telle que sa poriie 
interceptée dans le cercle s^it d'nue grandeur doiwée. 4à' 

Mener une tangepte commune à detix cercles. ^ 4^ 

Examen et construction des deux solutions «iiiqiiellcs jcoodiuit ce pro- 
blème» 45 
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i^éxà cercle^ ^umt donnés de grandenr et dé position, les coiiper par 
une droite , de manière que les parties inttïnpeptées soiient égales en- 
trVUes et à une ligne donnée. 4^ 

Trois cercles quelconques étant donn^, si, en les considérant deux à 
Atvx , on Uvi mène des tangentes extifriettnes jusqn^à ce qn^eUes a^ 
coupent, les trois points d'intersection qaé Ton obtiendra de cetta 
manière sen>nt en iigne droite. iifd', 

Lprsque deux cercles se coupent, ils ont deux points communs^ la 
droite qui ioint ces denx points est perpendiculaire sur celle qui joint 
les centres , et elle est divisée par elle en deux parties égales. 4^ 

Deux cercles né peuvent se couper qu'autant que la somme de leuiy 
rayons est plus grande- que la distance des céntie« , et qu'en même 
tenqM le plus grand rayon est moindre que la sonana dji p^ petit 
et de la distance des çeptnM- 49 

l^orsque deux cercles se touchent , lé point de contact est pur I4 droite 
^i joint leurs centrais ; le cozUact e^t extérieur ou intérieur j suiy^nt 
que la distance des centres eH vf^e h U somme on k la diSeroice 
des rayons. iSid. 

Si trois eiieeniercoQes tracées dbne nn m^e pian se cof^ènt deux à 
deux, les trois droites qui joindront deux à deux les points 4'inter- 
section se couperont en un méibe point. 5o 

peux cercles se coupant , mener une d^^ par iib* àçB pointé d'inter- 
section , de manière que des parties égales de ceue ilroiite «pient '»- ^ 
terpeptées dans cb^qné circonférence. 5r 

Résolution graphique des équations du second degré. 59 

Par un des afigles d'uA c^rré mejoer une dfpiie |èl|e que sa partie cpi^* 
prise entre les deux c6tés qui comprennent l^angle opposé soit égale 
k une ligne donaée. $5 

CHAPITRE III. 

9e la «ransfofiQatiQp des ooovdennées ec forihuies qui serveot k IV 
pérer dans les cas les plus ordinaires. Ces focmules sont : 

jB :=if cos ^4-^<^s/» 4-* 

pour passer d'un système de coordonnées rect^gpJlaireji é^tfk «A 
systèipe de coordonnées obliques u et # ; 

( y -4- * ) cos y — ( ar -f. « ) sîn f 
( « -f. « ) sin ;? — ( y 4- * ) cos ;> 
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pour retondre le problème myerse; et 

X z^r cos ^ 
y =z r sin ^ 

ponr passer d^an système de coordonnées rectangulaires x et y à un 

système de coordonnées polaires r et f . 58 e^ suiv. 

Application de ces formules à Tëquation générale du second degré à 

deux indéterminées. 6i 

n est toujours possible de faire disparaître le rectangle des coordonnées 

dans relation des courbes du second degré. 6a 

Parmi les différens systèmes d'axes qui satisfont à cette condition, il 

n'en est qu'un oii les coordonnées soient rectangulaires. 63 

Le centre d'une courbe du second degré est un point tel que toutes les 

cordes qui y passent s'y trouvent divisées eit deux parties égales. 64 
Les courbes du second degré ne peuvent avoir plus d'un centre. 65 
L'équation générale des courbes du second degré peut toujours se ra^ 

mener à deux autres de cette forme 

Ma* + ny* H- P = o pour les courbes qui ont un centre, 
l^jr* + P * =0 pour celles qui n'en ont pas , 

l'angle des coordonnées étant d'ailleurs quelconque. 66 

. 'Des courbes du second degré qui ont un centre. 67 

Le premier genre des courbes du second degré ne renferme que trois 

variétés. ibid, 

La première variété est l'ellipse, sa forme , ses équations les plus 

simples. 6S 

Recbercbe des foyers de L'ellipse et moyens de les construire. 71 

La somme des rayons vecteurs menés à un même point de l'ellipse est 

une quantité constante. 7a 

• Cette propriété fournit le moyen de décrire l'ellipse par points ou par 

un mouvement continu. 7^ 

l^ouveau moyen de décrire l'ellipse par points. ibid. 

On noinme paramètre la double ordonnée qui passe par le foyer \ c'est 

une troisième proportionnelle aux deux axes. 74 

Equation au paramètre. ibid» 

' Equation polaire de l'ellipse. 76 

£lquatîon de l'ellipse par rapport à deux diamètres conjugués «quel- 
conques. 77 
Quel que soit l'angle des coordonnées , les carrés des ordonnées sont 

proportionnels aux rectangles des abscisses correspondantes. ibid. 
Le parsdlélognanme construit sur deux diamètres conjughés quelconques 

équivaut 
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l# ^QWnuB es» cunaés dfif âsuy diamètzéB con^guÀ foelcenques , est 

' ^'gale à Ja somme des carri^ def axes , et par coas^^oeEit , la somme 

àfi^ carres de d«ux diaauètoBS conjugua ^puiooB^fiies €8t ^e qaoïim^ 

/constante* 79 

Stant donnât deux diamètres conju^^s et i'^Migle <^^'àB comprennent ,' 

di^erminer les axes. . « iiid,^ 

Çta9t donnié un diamèjEve , trouver «on 4:oB^iigii4^. So 

Kechérche et construction des diamètres ^gaux à l'ellipse. ibid. 

Ëi^atiôn de la courbe par rapport k ces diamètres. . éi 

La seconde varii^te des comices du piemier genre est i'Iiyperbole , sa 

foipie, son équation. * iM* 

Pe l'hyperbole ëquilatère. 83^ 

Dans Pbypeiboie équilatère , comme dans' If cercle , deux angles sont 

' «gwix lors^'ay^t leur sommet aux extrémités de l'axe , ils sont 

«ppuyés sur le m^me axe de la courbe. 64 

PaOA' rbyperboie e'quilatère 9 aussi lûen que dans 1^ cercle , les deux 

droites menées d'un point quelconque de la courbe aux extrémités 

de l'axe > font avec ce même axe deux angles qui sont complémens 

l'un de 'l'amrc. '85. 

Plins rb3rperbole équiiatère tout point du second axe est également 
éloigné du sommet de la courbe et ^u point de cette courbe qui lui 
répond, pexpendiculairemeot. ihid. 

Mjoyan que fournit cette pn^mété poiir construire l'hyperbole équila-' 
tèr^ , et poux représenter en lignes les racines de l'équation du second, 
degré lorsque ses racines sont de signe contraire. iàid. 

L^hyperbole a deux foyers situés sur celui des deux a^e^ qu'elle ren- 
contre. ' " ' 86 

La différence des rayons recteurs à. un même point de l'hyperbole est 
' une quantité constante. 87 

Construction de l'hyperbole par points. iàid* 

ite paramètre de l'hyperbole est comme pour l'ellipse une troisième 
proportionnelle aux deux axes. £i£d. 

Equation polaire de l'bypeii>ole. 83 

équation de l'hyperbole rapportée à deux diamètres conjugués quel-' 
conques. ibid. 

L'hyperbole n'est jamais rtncoatréc que par l'un des diamètres conju- 
gués. 8g 

Quel que soit l'angle des coordonnées, les carrés des ordonnées h l'hy- 
perbole sont proportionnels aux rectangles des abscisses corresponr 
dantes. .90 

L 
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Le parallâogramme de deux diamètres conjagaë» qnefoonqaei est ëqni-- 
yalant au rectangle *des axes, et par conséquent l'aire d'un parallélo* 
gramme qaelconcpie inscrit entre les deux branches de l'hyperbole , esfr 
une cpantitë constante. 91 

La différence des carrés de deux diamètres conjagués d'une hyperbole 
ëçpiivaut à la différence des carrés des axes , et par conséquent là dif- 
férence des carrés de deux diamètres conjugués quelconques est une 
quantité constante. ibîJ, 

L^hyperbole équilatère a seule des diamètres conjugués égaux , et tous 
les siens le sont deux à deux. iBiJ. 

Deux diamètres quelconques d'une hyperbole sont égaux lorsque l'angle 
qu'ils comprennent est divisé par l'axe en deux parties égales , et que 
la tangente de sa moitié né surpasse pas le rapport du second axe au 
premier. . gt» 

Les lignes qui , menées par le centre de l'hyperbok , font avec l'axe des- 
ag des angles égaux et ayant pour tangente le rapport du second axe 
au premier , s'approchent continuellement de la courbe , sans pouvoir 
la rencontrer qu'a l'infini^ on les nomme aj/m/;^a^e5; manière d& 
les construire. 93 

Ci une ellipse et une hyperbole sont construites sur les mêmes axes , 
les diamètres égaux de l'eUipse prolongés sont les asymptotes de l'hy- 
perbole. 94 

Moyen de consjt]:uire les. asymptotes. iàJd 

Les asymptotes de l'hyperbole équilatère font à angle droit. ibidi 

Pour l'hyperbole dont les asymptotes font entr'elles un angle égal ai»^ 
tiers de quatre angles droits, la distance de 'chaque point au foyer 
est double de sa distance à la directrice. 95 

Equation de l'hyperbole entre ses asymptotes. ibid* 

Ci une hyperbole est coupée par une droite quelconque , les parties de 
cette droite interceptées entre chaque branche de la courbe et soix 
asymptote sont égales entr'elles. 97 

Moyen que fournit cette propriété pour construire l'hyperbole. ièid. 
Pour tant de lignes q^e l'on voudra menées. paraUèlement entr'elles et 
de manière à couper les deux asymptotes , le rectangle formé par les 
parties comprises entre l'un des points où l'hyperbole est rencontrée , 
et chacune de ces droites est une quantité constante. 98 

Cette quantité constante est égale au carré construit sur le demi-se- 
cond ax& de l'hyperbole y lorsque toutes ces drpites sont perpcn-. 
diculaires aux abscisses. jb/d. 

La troisième variété des courbes du premier genre est encore une^ 
hyperbole qui jouit ^ par rapport à l'axe des y des mêmes propriétés 
que la première par rapport à l'axe des «. ibid* 
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Des courbes du second' degrë qai sont déponrvnes du centre, il n'y en 
a qu'une qu'on inomme j>arabole 5 sa forme j son équation. 99 

Du foyer de la parabole ; il est sur son axe principal et son abscisse 
est égale au quavt du paramètre. ' 100 

La parabole a la propriété d'avoir chacun de ses points autant éloigné 
d^une droite donnée de position que d'un point fixe également donné 
de position» loi- 

Equation polaire de la parabole. loa 

£quation de la parabole par rapport à l'un quelconque des diamètres 

. pour lesquels les coordonnées sont obliques. io4 

Quel, que soit l'angle des coordonnées , les carr<^ des ordonnées à la 
parabole sont proportionnels aux abscisses ' correspondantes. ibid. 

Le paramètre d'un diamètre quelconque n'est autre chose que le cnia-i 
druple de la distance de son sommet au foyer. widj 

Des tangentea aux courbes du second degré. ' - io5 

Equation qui détermine la tangente de l'angle que doit faire avec l'axe 
aes. se une droite menée par un point donné , pour . toucher une 
courbe du second degré. 106 

Si ayant mené à une. courbe du second degré deux tangentes perpendi- 
culaires entr 'elles f on les fait mouvoir avec la condition d^étre tou? 
îours perpendiculaires et toujours tangentes à la courbe, la suite de 
toutes les positions du sonmietde l'angle droit mobile sera une ciis 
conférence de cercle. 107 

Examen de différentes propriétés .des courbes du second de^ré auxquelles 
conduisent différentes hypothèses introduites dans l'équation citée 
plus haut. 109 

Pour toutes les courbes du second degré , la tangente d'un point Quef 
conque coupe sur les perpendiculaires élevées aux sommets de Taxe 
principal de^ parties dont le produit est constamment le même. 112 

Equation de la. courbe sur laquelle sont placés les deux points de contact 
et qui les détermine par ses intersections avec la courbe du second de- 
gré ; moyen qu'elle fournit pour mener une tangente à une courbe du 
second dÇe^4 pi^r un point qui lui est extérieur. ii3 

équation de la corde qui joint les deux points de contact et- solution 
graphique plus simple qu'elle fournit d|U problème précédent. 1 15 

Si après avoir mené par un point quelconque d'une droite donnée deux 
tangentes à une courbe du second degré et la droite qui joint les deux 
points de contact, on conçoit que le point quelconque se meuve le 
long de la droite et entrainej avec lui les deux tangentes , les deux 
points de contact et la droite qui les joint changeront de position ; 
ïnais cette droite passera toujours par un certain même point. 117 

Tout étant comme pi'écédemment , ce dernier point sera ae plus sur la 

Serpendiculaire abaissée du centre de la courbe du second degré sur la 
roi te, si cette courbe est une circonférence de cercle. . 118 

Equation de la droite menée tangentiellement à une courbe du second 

degré et par un point pris sur cette courbe. ibid. 

Expressions générales de la sous -tangente, de la sous -normale, de la 

tangente et de la normale. 119 

Valeurs particulières que forment ces quantités pour chaque courbe du 

second degré. '130 

Les mêmes valeurs , les coordonnées étant prises du centre. laa 

Pour l'ellipse et pour l'hyperbole , l'angle des rayons vecteurs menés à 

BU même pQia( est diyiBé x^la tangente en ce point e^^deux parties 

^«les. 12^ 
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pour U parabole, la tansence, eu un point i]iielcoiiqii«, divûe en deux 
parties égales rapgle forme jpar \e ra^ron vecteur û ce point et par la 
perpendiculaire abaissée du même point sur la directnee. ia5 

Moyen que fournissent ces propriétés pour mener une tangente en un^ 
point aonné d^une courbe du second degré. ibid» 

Demonstratioa syntbt^ùque de cgs moyens. ibifi. 

^flexions sur les équations du second degré à deux indéterminées. ia6 

IJnp équation du second deeré entre deux indéterminées appartient k' 
une ellipse ou ^ nne hypepoole, suivant que le quadruple produit des 
cpefficiens des carrés de ça» deux indéterminées est plus grand ou plus' 

rtit que le carré du coefficient de leur xectangle; et die appartient 
une parabole lorsqu'il y a égalité entre ces deux quantités. 139 

Application des réflexions précéoentei à différentes équations. 1 3i et suiv. ' 

Dei courbes du second degré considérées dans le c6ne. i3a 

91 V<m coupe par nn plan un c6ne à base circulaire, maia d'«illeara 
quelconque , la section sera une ellipse lorsque le plan ne rencontrera' 
que la nappe inférieure , une parabole lorsque , dans le même cas , il 
sera paraUèle à une position de la génératrice , et une hyperbole lors;- 
qtt'i| rencontrera en même temps les deux nappes du cône. * i34 

De la redierche des courbes du second degré par la connaissance de* 
quelques propriétés. t35 

Trouver la courne telle que les droites menées de chacun de ses points 
- k deux points fixes feront , avec la droite qui joint ces deux -derniers , ■ 
deux angles , dont la somme ou la différence s^ constamment égale 
à un droit. i44- 

'^rQuver la courbe telle que la somme on la différence des rayons vec-: 
leurs menés de cfaacnn de ces points à deux points fixes , sera une 
quantité constamment la même. . r55 

Trouver la coûibe telle que chacun de ses points est autant éloigné" 
d'une droite donnée de position que d'un point Bolc également donn^ 
de position. ' ^ i55 

Trouver la €onil>e telle que les rayons vecteurs menés de chacun de ses'- 
points à deux points œes, font des angles ég^ox arec la t^çente en* 
ce poim. ' . ' ' i55 
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